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INTRODUCCION 


$ 1. Problemas y métodos de la resistencia 
de materiales 


Todos los sólidos, en una u otra medida, tienen las propiedades 
de resistencia y rigidez, o sea que, dentro de ciertos límites son capa- 
ces, sin romperse y sin sufrir grandes variaciones en sus dimensiones 
geométricas, de resistir cargas. 

La resistencia de materiales es la ciencia que trata de la resisten- 
cia y de la rigidez de los elementos de las estructuras. Por los métodos 
de la resistencia de los materiales se realizan los cálculos prácticos 
y so determinan las dimensiones necesarias, seguras, de las piezas 
de máquinas y de distintos tipos de estructuras. 

Las bases fundamentales de le resistencia de materiales so apoyan 
sobre los teoremas do la mecánica general, sobre todo de la estátic: 
sin conocimiento de los cuales el estudio de la resistencia de materi, 
les sería imposible. 

La diferencia entre la resistencia de materiales y la mecánica 
teórica consiste en que para la primera lo esencial son las propiedades 
de los cierpos deformables, mientras que las leyes del movimiento 
del sólido interpretado como un cuerpo rígido no solamente pasan 
a un segundo plano, sino que en muchos casos simplemente carecen 
de importancia. Al mismo tiempo, teniendo en cuenta que las dos 
tienen mucho en común, se puede considerar a la primera como 
una rama de la segunda, llamada mecánica de los sólidos deformables. 

La mecánica de los sólidos deformables abarca también a otras 
asignaturas como la teoría matemática de la elasticidad, que estudia 
de hecho los mismos problemas que la resistencia de materiales. 
La diferencia esencial entre la resistencia de materiales y la teoría 
matemática de la elasticidad consiste en la manera de enfocar el 
problema. : 

La teoría matemática de la elasticidad estudia el comportamiento 
de los sólidos deformables basándose sobre planteamientos más 
exactos. Por eso, al resolver los problemas resulta necesario, en 
muchos casos, recurrir a un aparato matemático más complicado 
y realizar con frecuencia cálculos voluminosos, Debido a esto, las 
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posibilidades del empleo práctico de los métodos de la teoría de la 
elasticidad son muy limitadas, a pesar de que ellos analizan los 
fenómenos de una manera más completa. 

La resistencia de materiales tiene como fin la elaboración de 
métodos simples de cálculo, aceptables desde el punto de vista 
práctico, de los elementos típicos, más frecuentes, de las estructuras. 
Para ello se emplean diversos procedimientos aproximados. La 
necesidad de obtener resultados concretos y numéricos al resolver 
los problemas prácticos, nos obliga en algunos casos, a recurrir en 
la resistencia de los materiales, a hipótesis (suposiciones) simplifi- 
cadas que deben ser justificadas comparando después los resultados 
del cálculo con los de los ensayos. Al elaborar los métodos de cálculo 
aproximados de la resistencia de materiales se emplean también 
los resultados del análisis exacto realizado por los métodos de la 
teoría matemática de la elasticidad. 

Los fines de la resistencia de materiales , en virtud de su carácter 
aplicado, son más amplios que los de la tooría matemática de la elas- 
ticidad. 

El problema esencial de la resistencia de materiales consiste 
no solamente en determinar las particularidades interiores de los 
sólidos, sino, también, en darles una interpretación correcta al 
juzgar sobro la capacidad de trabajo y utilización práctica de la 
estructura que se analiza. En la teoría matemática de la elasticidad 
este último problema no se plantea. 

Entre las ciencias que estudian los problemas relacionados con 
los sólidos deformables, surgieron y se desarrollan en los últimos 
decenios nuevas ramas de la mecánica, que ocupan un Jugar intermedio 
entro la resistencia de materiales y la teoría de la elasticidad, como, 
por ejemplo, la teoría aplicada de la elasticidad. Aparecen también 
asignaturas afines como la teoría de la plasticidad, teoría del es- 
currimiento plástico y otras. Sobre la base de las leyes fundamentales 
de la resistencia de materiales han sido creadas nuovas ramas de la 
ciencia sobre la resistencia de orientación práctica, como la mecánica 
de las construcciones estructurales y de los aviones, la teoría de la 
resistencia de las estructuras soldadas y muchas otras. Los métodos 
de la resistencia de materiales no permanecen inalterables sino que 
varían al surgir problemas y exigencias nuevos de la práctica. Al 
realizar los cálculos, los métodos de la resistencia de materiales se 
deben emplear de manera creadora y tener -en cuenta que el éxito del 
cálculo práctico radica no tanto en el empleo de un aparato mate- 
mático complicado como en la capacidad de penetrar en el fenómeno, 
de encontrar las hipótesis más apropiadas y de llevar el cálculo a 
resultados numéricos definitivos. 
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$ 2. Sistema real y esquema de cálculo 


En la resistencia de materiales como en cualquier rama de las 
ciencias naturales, el estudio de la resistencia del objeto o sistema 
réal comienza por escoger el esquema de cálculo. Al comenzar el 
cálculo de la estructura se debo, ante todo, separar lo importante de 
lo que carece de importancia, es decir, se debe esquematizar la es- 
tructura, prescindiendo de todos aquellos factores que no influyen 
seriamente sobre el comportamiento del sistema como tal. Este 
tipo de simplificación del problema, al esquematizarlo, es on todos 
los casos absolutamente necesario, puesto 
que la solución del problema que considero 
todas las propiedades de la estructura es 
imposible debido a que, prácticamente, son — , 
inagotables. 

Si, por ejemplo, se trata del cálculo de 
la resistencia del cable de un ascensor, se 
debe considerar, ante todo, el peso de la ca- 
bina, su aceleración y, en el caso de que so 
eleve a gran altura, el peso del cable. Al 
mismo tiempo se debe prescindir de los fa: 
tores de poca importancia como la resisten- 
cia aerodinámica que ofrece el ascensor, la 
presión barométrica a distintas alturas, la 
variación do la tempertura con la altura y 
otros factores semejantes e innumerables, 

El cuerpo real, libre de todo lo que 
carece de importancia, se denomina esque- 
ma de cálculo. Un mismo cuerpo o sistema P 
puede toner esquemas de cálculo distintos, 
según la exactitud que se exija del cálculo 
y según el aspecto del fenómeno que inte- 
reso en el caso concreto que seanaliza. Así, 
por ejemplo, si en el caso anterior lo que 
interesa es solamente la resistencia del cable, la cabina y carga 
pueden considerarse como un sólido indeformable y sustituirse por 
una fuerza aplicada al extremo del cable — (fig. 1). Si se tratase de 
estudiar la resistencia de la cabina, esta última no podría considerarse 
ya como un sólido absolutamento rígido. Sus particularidades cons- 
tructivas deben ser estudiadas separadamente y de acuerdo con esto 
estudio escoger adecuadamente el esquema de cálculo correspondiente. 

Si para un sistema se pueden proponer varios esquemas de cálcu- 
lo, a cada esquema, por su parte, pueden corresponderle muchos 
objetos reales. Esto último es de gran importancia, pues, al estudiar 
cierto esquema do cálculo se puede obtener la solución de toda una 
serie de problemas reales del esquema dado común, En particular, 
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el esquema del cable de la figura 1, solicitado por una fuerza en su 
exlremo, es muy frecuente en numerosos casos prácticos de cálculo 
por rotura. 

La elección del esquema de cálculo en la resistencia de materiales 
comienza por esquematizar las propiedades de los materiales. So 
considera generalmente que todos los materiales son continuos y 
homogéneos independientemente de Jas propiedades internas. 

Un material se considera homogéneo, cuando cualquier parte de 
él tiene las mismas propiedades independientemente de su volumen, 
Claro está que en realidad el material, debido a su composición 
molecular, no puede ser, según esta definición, homogéneo. Los 
metales de estructura policristalina, es decir, compuesto por infi- 
nidad de cristales orientados caóticamente tampoco son, en el sentido 
riguroso de la palabra, homogéneos. Pero estas particularidades son 
de poca importancia, puesto que se trata del estudio de estructuras 
cuyas dimensiones son muy superiores, no sólo a las de los átomos, 
sino también a las de los cristales. 

Del concepto de homogeneidad se deriva el de continuidad de la 
materia que ocupa plenamente el volumen atribuido al sólido. Siendo 
así, se puede aplicar a los sólidos el cálculo infinitesimal. 

Al cuerpo continuo se le atribuye, en el esquema de cálculo, las 
propiedades del material real. Así, por ejemplo, bajo la acción de 
las fuerzas exteriores el cuerpo real cambia sus dimensiones geométri- 
cas. Al descargarlo, las dimensiones geométricas originales so resta- 
blecen completa o parcialmente. La propiedad del cuerpo de restable- 
cor sus dimensiones originales se denomina elasticidad. Al resolver 
la mayoría de los problemas en la resistencia de materiales se con- 
sidora al cuerpo absolutamente elástico. En realidad, en el cuerpo 
real, en cierta medida, se manifiestan ciertas desviaciones de la 
elasticidad absoluta, Cuando se trato de cargas grandes, estas des- 
viaciones son tan considerables, que resulta necesario, en el esquema 
de análisis, atribuir al sólido otras propiedades correspondientes 
al nuevo tipo de deformaciones del cuerpo real. 

Generalmente al cuerpo continuo se le cos es 
decir, se admite que las propiedades de cualquier parte de éste no 
dependen de la orientación ¡nal angular. 

Cada cristal es de por sí anisótropo. Pero si el cuerpo contiene 
gran cantidad de cristales orientados caóticamente, se le puede 
considerar isótropo. Por eso se considera que los metales, en la 
medida que se estudian en la resistencia de materiales , son isótropos. 
Existen también materiales anisótropos, como la madera que tiene 
distintas propiedades según la orientación de las fibras, el papel 
cuyas cintas tienen propiedades y resistencias distintas en el sentido 
longitudinal y transversal. Existe también la anisotropía relacio- 
nada con las particularidades constructivas del sólido, como por 
ejemplo, en el caso del enchapado y del tejido. Sin embargo, en la 
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resistencia de materiales se estudian principalmente los: materiales 
isótropos. 

Al escoger el esquema de cálculo se introducen ciertas simplifi- 
caciones en la propia geometría del objeto. La simplificación esen- 
cial en la resistencia de materiales consiste en la reducción de la 
forma geométrica del sólido a una barra o a una bóveda. 

So llama barra a todo cuerpo que tiene una dimensión (su lon- 
gitud) mucho mayor que las otras dos. Geométricamente la barra se 
obtiene moviendo una figura plana a lo largo de una curva (fig. 2). 
Esta curva se denomina eje 
de la barra, mientras que 
la:fígura plana que tiene su 
centro de gravedad sobre el 
eje y es perpendicular a es- 
te, se denomina sección 
transversal. La barra puede 
tener sección constante 
o variable. La sección puede también girar alrededor del ejo, 
obteniendo así la barra retorcida. El taladro es un ojomplo de esto 
tipo de barras. Según sea la forma del eje, la barra puede ser recta, 
curva o alabeada en el espacio. El cálculo del resorte helicoidal 
parto del esquema de cálculo de la barra labeada. 

Hay muchas estructuras que pueden consideradas compuestas 
por elementos del tipo de las barras. 

El segundo tipo de esquema geométrico que so emplea en la re- 
sistoncia de materiales es la bóveda. Se entiende por bóveda todo 
cuerpo que tiene una dimensión (espesor) muy pequeña en compara- 
ción con las otras dos. Á este esquema se reducen elementos estruc- 
turales como las paredes de los recipientes, las cúpulas de los edi- 
ficios y otros. Con más detallo este tipo de esquema será estudiado 
en el capítulo X. 

Al esquematizar los objetos reales, en la resistencia de materiales 
se simplifican también los sistemas de fuerzas aplicados a los ele- 
mentos de las estructuras. Así aparece el concepto de fuerza concen- 
trada. Por ejemplo, al calcular la barra de la figura 3, a se puede 
considerar al peso P como una fuerza concentrada en un punto 
(fig. 3, c). Tal simplificación resulta natural ya que las dimensiones 
del área do aplicación de la fuerza (fig. 3, b) son pequeñas en com- 
paración con las dimensiones generales de la barra. Está claro que 
en las estructuras reales es imposible transmitir un esfuerzo por un 
punto y, por lo tanto, la fuerza concentrada no es más que un concepto 
que se admite en el esquema de cálculo. 

La sustitución de cargas distribuidas por su resultante concen= 
trada es admisible solamente cuando se analiza el trabajo de toda 
la barra, es decir, de volúmenes muy superiores al de la zona de con- 
tacto. Si en este ejemplo se tratase do calcular el ojal que sustenta 
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la carga sería inadmisible introducir el concepto de fuerza concen- 
trada, 

Los ejemplos citados no agotan los métodos posibles para escoger 
el esquema de cálculo. En lo adelante se hablará de otros conceptos 
relacionados con la esquematización del objeto real. Lo importante 
es que el lector, al estudiar la resistencia de materiales, no se olvide 
del esquema de cálculo elegido que constituye el primer paso de 
introducción al cálculo. Es necesario dejar bien claro que el cálculo 








consiste no solamente en el empleo de fórmulas, Antes de encauzar 
el cálculo por la vía de las operaciones matemáticas resulta, con 
frecuencia, necesario un estudio profundo para separar en el sistema, 
de manera correcta, lo importante de lo secundario. 





$ 3. Fuerzas exteriores e interiores 


Las fuerzas miden la acción de los cuerpos entre sí. Si la estruc- 
tura se considera, aislada de los cuerpos que la rodean, la acción 
de estos últimos sobre-la estructura se sustituye por fuerzas que lla: 
maremos exteriores. 

Las fuerzas exteriores se dividen en fuerzas de volumen y de 
superficie. Las primeras están distribuidas en el volumen del sólido 
y aplicadas a coda partícula del cuerpo. Son fuerzas de volumen el 
peso propio o, por ejemplo, las fuerzas magnéticas, Las fuerzas do 
superficie están aplicadas a ciertas áreas de la superficie y caracteri- 
zan la acción mutua directa de contacto entre el cuerpo que se ana- 
liza y los que lo rodean. 
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Entre las fuerzas exteriores se encuentran no solamente las fuer- 
zas dadas que, a menudo, se interpretan como la causa principal de 
la posiblo rotura, sino también las reacciones de las ligaduras que 
completan el sistema convirtiéndolo en un sistema equilibrado. 
Por ejemplo, en el caso de la grúa de la figura 4, a pueden considerarse 
como fuerzas exteriores el peso P de la carga que se levanta y el peso 
propio de la estructura, Determinando las reacciones de losapoyos 
R, y R, establecemos el sistema equilibrado de fuerzas indicado en 
la figura 4, b y denominado comúnmente carga. 

Las fuerzas exteriores, su magnitud y' el tipo de distribución 
dependen, ante todo, de los límites del objeto en estudio y de los 
quo le rodean. Si por ejemplo, en el caso de la grúa en cuestión in- 
cluimos en el esquema de cálculo el cable, la plataforma do carga y 
los carriles con las traviesas, entonces el sistema de fuerzas exteriores 
será otro(fig. 4, c). En el primer caso las reacciones de apoyos se deter- 
minaron con ecuaciones de la estática, en el segundo, su determina- 
ción requiere otro método, ya que el número de incógnitas R;, 
Rí, +. .» R; es superior al de las ecuaciones de equilibrio. Estos 
sistemas se llaman sistemas hiperestáticos. Más adelante analizaremos 
esta cuestión con más detalle. 

Como vemos, la interacción del cuerpo en cuestión con los que 
lo rodean y que so encuentran fuera de los límites convencionales 
fijados del mismo se caracterizan por las fuerzas calificadas como 
fuerzas exteriores. 

La interacción entre las partes del cuerpo que se estudia, dentro 
de los límites fijados, se caracteriza por las fuerzas interiores. En 
el caso do la grúa, las fuerzas Ry y R, de interacción entre las ruedas 
y los railos (fig. 4, b) son exteriores. Al ampliar los límites del sis- 
tema (fig. 4, c) estas fuerzas pasaron a sor interiores. 

Las fuerzas interiores surgen, no sólo entre los distintos elementos 
de la estructura que actúan mutuamente entre sí, sino también 
entro todas las partículas contiguas del cuerpo sometido a la acción 
de una carga. 

Supongamos un cuerpo en forma de barra (fig. 5, a), solicitado 
por una carga, es decir, por un sistema de fuerzas exteriores Py, 
P, que se encuentra en equilibrio. Las fuerzas interiores 
que surgen en la barra se manifiestan solamento si so secciona men- 
talmente la barra en dos partes, por ejemplo, mediante la sección A. 
Este método de manifestación de las fuerzas interiores se denomina 
en la resistencia de materiales método de las secciones. Puesto que 
se eliminan las ligaduras entre las partes, surge la necesidad de sus- 
tituir la acción de la parte derecha sobre la izquierda y viceversa por 
un sistema de fuerzas que actúa sobre la sección, es decir, surge la 
necesidad de introducir el sistema de fuerzas interiores (P y) (fig. 5,0). 

Así pues, las fuerzas interiores determinan la interacción entre 
las partículas del sólido que se encuentran a los dos lados de la sec- 
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ción trazada meñtalmente, Está claro, que las fuerzas interiores de- 
penden del lugar de. la sección. 

Según el principio de acción y reacción estas fuerzas interiores 
siempre son recíprocas. La parte derecha de la barra actúa sobre la 
izquierda de la misma manera que la izquierda sobre la derecha y el 
sistema de fuerzas que aparece en el plano A* es de signo contrario al 
sistema que actúa sobre el plano A” (fig. 5, b). 





Claro está que las fuerzas interiores están distribuidas de una ma- 
nera compleja en el plano de la sección, pero, en todos los casos, 
nen que ser tales que se cumplan las condiciones de equilibrio de las 
dos partes de la barra por separado. Simbólicamente esta condición 
puede ser escrita así, 

(Pd + (P)=0, 


—(P A+ (Pda =0, 


donde (Ps), y (P,)J4 son la suma de las fuerzas exteriores o la suma 
de los momentos para la parte de la barra situada a la derecha o a 
la izquierda de la sección. Lo mismo se entiende por (Py), pero re- 
ferido a las fuerzas interiores de la sección. 

La primera ecuación escrita de manera simbólica equivale a las 
seis ecuaciones de equilibrio de la parte izquierda de la barra y la 
segunda, a las seis correspondientes a la parte derecha. 

Puesto que el conjunto de fuerzas exteriores satisface las condi- 


ciones de equilibrio, 
(Prada + Prda=0, 


las ecuaciones planteadas anteriormente se convierten en identidadas. 
Esto quiere decir, que la resultante de las fuerzas interiores (Py) 





o también 
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en la sección A se puede obtener de la ecuación de equilibrio tanto 
de la parte derecha como de la parte izquierda del cuerpo seccionado. 

Las fuerzas interiores deben distribuirse en la sección de tal ma- 
nera que las superficies deformadas de la sección A, al juntar las 
dos partes, coincidan. Esta condición en la resistencia de materiales 
y en la teoría de la elasticidad se denomina condición de continuidad 
de las deformaciones. Se puede demostrar que existe, y es único, el 
sistema de fuerzas interiores que satisface las condiciones de equili- 
brio, así como las de continuidad, aunque puedan existir ciertas ex- 
elusiones de esta regla en algunos casos. 


Pret 





Flg. 6, 


Volviendo a las condiciones de equilibrio, es evidente que ellas 
sólo permiten determinar las resultantes y no la ley de distribución 
de las fuerzas interiores siempre y cuando sean conocidas todas las 
fuerzas exteriores. 

Traslademos, según los principios de la estática, el sistema de 
fuerzas interiores al centro de gravedad de la sección. Obtendremos 
entonces el vector principal R y el momento principal M (fig. 6). 
Escojamos el sistema de coordenadas x, y, z, orientando el eje 2 
según la normal a la sección y situando z e y en el plano do la sección, 
Al proyectar el vector principal y el momento principal sobre los 
ejés z, y, z obtendremos seis componentes: tres fuerzas y tres momen- 
tos. Estas componentes se denominan factores de fuerza interiores 
en la sección de la barra. 

La a de las fuerzas interiores orientada según la normal 
a la sección (N)-se denomina fuerza normal o longitudinal de la 
sección. Las fuerzas Q, y Q, se denominan fuerzas cortantes. 
El momento respecto al eje normal (M,) se denomina momento torsor 
y los momentos M, y M,, momentos [lectores respecto a los ejes 
ze y. Conociendo las fuerzas exteriores, se pueden determinar los 
seis factores de fuerza interiores por medio de las seis ecuaciones de 
equilibrio de una de las partes de la barra. 
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De la misma manera se clasifican los tipos de solicitáciones de la 
barra. Si en las secciones de cierto tramo de la barra surge solamente 
la fuerza normal N mientras que el resto de las fuerzas interiores 
es igual a cero, entonces en este tramo, se produce tracción o :com- 
presión según sea la dirección de la fuerza N. Si en la sección trans- 
versal surgo solamente el momento M,, la barra en este tramo tra- 
baja exclusivamente a torsión. Y por último, cuando las fuerzas 
exteriores están aplicadas de manera tal que en las secciones trans- 
versales aparece solamente un momento flector M, (o M,) tiene 





lugar lo que se llama flezión pura en el plano yz (0 22). Generalmente, 
en la sección transversal, el momento flector (por ejemplo, M,¿) va 
acompañado de una fuerza cortante Q,. Este caso se denomina /le- 
zión transversal (en el plano yz). Son posibles los casos de solicita- 
ción cuando la barra trabaja a torsión y flexión o tracción simultáneas. 

Para determinar si una barra trabaja a torsión, tracción o flo- 
xión es necesario aplicar el método de las secciones. Así, por ejemplo, 
al seccionar la barra de la figura 7, a por 44, de las condiciones de 
equilibrio de la parte separada determinamos que en esta sección 


aparece solamente una fuerza normal N=3 P. Por lo tanto aquí 
tiene lugar tracción. En la sección BB de la misma barra aparece 











una fuerza cortante Q=2 y un momento flector M="%. Así 
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pues, llegamos a la conclusión de que el tramo horizontal de la barra 
trabaja a flexión. Para las secciones AA, BB y CC de la barra de la 
figura 7, b obtenemos respectivamente flexión transversal con tor- 
sión, floxión transversal y tracción. 


$ 4. Tensiones 


Para caracterizar la ley de distribución de las fuerzas interiores 
en la sección, es necesario introducir el concepto de medida de su 
intonsidad. Esta medida se llama tensión. 

Veamos la sección A de cierto cuerpo (fig. 8). En el entorno del 
punto K escogemos el área elemental AF dentro de la cual fue deter- 
minada la fuerza interior AR. Se entiende por tensión media en el 





área AF la fracción. 


AR 
IF =Pw 


Reducimos AF hacia el punto K. Puesto que el material es 
continuo, es posible el paso al límite cuando AF —-0. Como límite 
obtenemos 

lim =*ML=p. 
Fo AF 

La magnitud vectorial p se llama tensión completa en el punto K 
do la sección A. La tensión se mide en unidades de fuerza por unidad 
de área. En la técnica, las tensiones se miden generalmente en ki- 
logramos por centímetro cuadrado o por milímetro cuadrado *. 

La tensión completa p se puede descomponer en tres componentes, 
según la normal al plano de la sección y según los dos ejes situados en 
el plano de la sección (fig. 9). La proyección del vector de la tensión 
completa sobre la normal se anota por y y se denomina tensión normal. 


*) Ahora se recomienda como preferiblo el sistema do unidades SI, en el 
cual la tensión se mide en newtones por metro cuadrado. Así, por ejemplo, 
la tonsión 040 kgl/mm* en este sistema será 392 400 000 N/ra2, 
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Las componentes situadas en el plano de la sección se denominan 
tenstones tangenciales y se anotan por 7. Según sea la orientación 
y notación de los ejes, a y T van acompañados de un sistema de 
subíndices que serán detallados en adelante. 

Si trazamos por el punto K del sólido otra sección, la tensión p 
no coincidirá ya con la anterior. El conjunto de tensiones en distin- 
tos planos que pasan por el punto, forma el estado tensional del 
punto. 

El estado tensional, como veremos más adelante, se determina 
por sois magnitudes numéricas y constituye en la resistencia de ma- 
toriales uno de los conceptos más importantes. Será estudiado detalla- 
damente en el capítulo VII. Al principio del curso se analizan los 
casos particulares más simples y frecuentes del estado tensional. 


$8 5. Desplazamientos y deformaciones 


Todos los materiales no.son absolutamente rígidos, sino que bajo 
la acción de las fuerzas exteriores, dentro de ciertos límites, cambian 
su forma (se deforman). Esto influye notablemente sobro las leyes 
de distribución de las fuerzas inte- 
riores en el sólido tensionado, aun- 
que las deformaciones son general- 
mente insignificantes y sólo se pue- 
den apreciar en la mayoría de los 
casos empleando instrumentos muy 
sensibles. 

Los diferentes puntos del sólido 
cambian su posición en el espacio 
bajo la acción de las fuerzas ex- 
teriores. El vector con origen en el $ 
punto del cuerpo sin deformar y eo. 10. 
su extremo en el mismo punto dol 
cuerpo deformado, se denomina vector del desplazamiento completo 
del punto. Sus proyecciones sobre los ejes se denominan desplazamten- 
tos en dirección de los ejes. Se anotan por u, v y w según los ejes x, 
y y z (fig. 10). Además do los desplazamientos lineales so puede in- 
troducir también el concepto de desplazamiento angular. Si analiza- 
mos el segmento de la recta que une dos puntos cercanos, antes y 
después de la deformación del sólido, se advertirá fácilmente que la 
recta gira en el espacio cierto ángulo.Este ángulo de giro también 
se caracteriza por un vector que puede ser descompuesto según los 
ejes z, y y 2. 

Si'un sistema de cuerpos cuenta con ligaduras en cantidad su- 
ficionte para eliminar su desplazamiento en el espacio como un 
sólido rígido se dice que el sistema es cinemáticamente invariable. 
Éste tipo de sistemas es el que generalmente se estudia en la resisten- 
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cia de materiales, En caso contrario, de los desplazamientos de todos 
los puntos se deben restar aquellos desplazamiontos que corresponden 
al movimiento del sólido interpretado como un cuerpo rígido y man- 
tener la componente propia del sólido deformable. En este caso, en 
la inmensa mayoría de sistemas, los desplazamientos u, v y w de 
cualquier punto serán pequeños en comparación con las dimensiones 
geométricas generales del sólido. 

Teniendo esto en cuenta, en la resistencia de materiales, al ana- 
lizar las fuerzas interiores, se introducen simplificaciones de carác- 
ter fundamental. Una de ellas es el principio de las dimensiones 
iniciales, según el cual, al plantear las ecuaciones de la estática 
(ecuaciones de equilibrio) el sólido se considera indeformable, es 
decir, que sus dimensiones geométricas son iguales a las que tenía 
antes de aplicar las cargas exteriores. 

Así, por ejemplo, si se aplica una fuerza P al punto A del sistema 
representado en la figura 11, a, el cable 4B se alarga, mientras 





1) 


Flg. 1. 


que la barra AC se acorta y todo el sistema en general, so deforma 
(tig. 14, 0), Para la determinación de las fuerzas interiores en el 
cable y en la barra mediante el método de las secciones, se plantean 
las ecuaciones de equilibrio del nudo A deformado (fig. 11, c). 
Surge entonces cierta dificultad puesto que las nuevas dimensiones 
geométricas del sistema permanecerán desconocidas hasta que no se 
determinen las fuerzas interiores que, a su vez, dependen de las di- 
mensiones geométricas. Cuando los desplazamientos son pequeños 
esto no tiene importancia, puesto que el sistema deformado se di- 
fenorcia poco del original. En esto caso, de acuerdo con el principio 
de las dimensiones iniciales, se planteón las ecuaciones de equili- 
brio para el nudo sin deformar (fig. 11, d) y entonces 


N,=PV 2: Nj=—P. 


Claro está que este principio no es aplicable al caso de deformacio- 
nes grandes. Al mismo tiempo, como excepción de la regla general, 
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ol principio de las dimensiones iniciales puede no ser aplicable aún, 
tratándose de deformaciones pequeñas, si ello implica un cambio 
considerable de la forma original. Por ejemplo, en el caso de dos 
barras colineales articuladas, las condiciones de equilibrio del nudo 

fug. 12) deberán sér planteadas, teniendo en cuenta el ángulo de 
inclinación a; debido al alargamiento de las barras. 

Esto tipo de sitemas son mecanismos instantáneos, lo que demues- 
tra que on cierto momento el sistema resulta; cinemáticamente 
variable, es decir, los elementos admiten desplazamientos no acom- 
pañados de deformaciones. En este caso la variabilidad cinemática 

















Fig. 12. Flg. 19. 


tiene lugar en las proximidades de la posición original cuando las 
tres articulaciones se encuentran sobre una misma recta. El mecanismo 
común se diferencia del instantáneo por ser cinemáticamente variable 
indopendientemente de la disposición mutua de sus elementos. 

Para expresar cuantitativamente la intensidad de los cambios 
de forma y dimensiones, consideremos los puntos A y B del sóli- 
do sin deformar, situados uno del otro a una distancia s (fig. 13). 
Supongamos que como resultado de la variación de la forma dol 
sólido esta distancia aumentó en As. La razón entre el incre- 
mento de la longitud del segmento As y su longitud original se de- 
nomina alargamiento medio en el segmento s, 


Disminuimos el tramo s, acercando el punto B al punto A. 
Como límite obtendremos, 


be 
ln Eta 

La magnitud eya se denomina deformación lineal (o simplemente 

deformación) en el punto Á y en la dirección AB. En este mismo pun- 

to, pero en otra dirección, la deformación será, en el caso general, 

diferente. Si se trate de las deformaciones en la dirección de los 


ejes de coordenadas z, y y z, se introducen los subíndices correspon- 
dientes en las notaciones de e, obteniendo £,, 8, Y £z- 
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Es necesario subrayar que el término «deformación» tiene un 
doble sentido. Generalmente se llama deformación a cualquier cambio 
de forma sin una valoración cuantitativa. En la resistencia de mate- 
riales y en la teoría de la elasticidad la deformación tiene la defini- 
ción rigurosa dada anteriormente, y se refleja como la magnitud 
cuantitativa que caracteriza la variación de las dimensiones geomé- 
tricas en la vecindad del punto. La deformación se mide en unidades 
adimensionales, o en por cientos de As con relación a s. Puesto que 
la forma del sólido varía muy poco, las deformaciones son pequeñas. 
En los cuerpos elásticos estas deformaciones son del orden de las 
milésimas. 

Se puede introducir también el concepto de deformación angular. 
Consideremos en el sólido sin deformar un ángulo recto formado por 
las rectas OD y OC (fig. 13). Después de aplicar la carga exterior, 
este ángulo variará y será igual a C'O'D”. Disminuímos los segmen- 
tos OC y OD, aproximando los puntos € y D al punto O y manteniendo 
el ángulo COD recto. Entonces, en el límite, la diferencia de los 
ángulos COD y C'O'D' será, 

lim (COD—C DD) =vcop- 
00-00 
0520 

La magnitud cop se denomina deformación angular o ángulo 
de distorsión en el punto O del plano COD. Las deformaciones angu- 
lares que aparecen en los planos del sistema de coordenadas se de- 
notarán por Yys Yex Y Yayo 

El conjunto de las deformaciones lineales y angulares en dis- 
tintas direcciones y planos, correspondientes a un mismo punto, 
forma el estado deformacional del punto. El estado deformacional, 
al igual que el estado tensional, está determinado por seis magnitudes 
AND Con más detalle esta cuestión se estudiará en el capítulo 
vi. 


$ 6. Ley de Hooke y principio de superposición de las fuerzas 


Numerosas observaciones del comportamiento de los sólidos de- 
muestran que, en la inmensa mayoría de los casos, los desplazamien- 
tos, dentro de ciertos límites, son proporcionales a las cargas que actúan, 

Esta ley fue expuesta por primera vez en el año 1676 por Hooke 
al afirmar: «según es la fuerza así será la deformación». Esta loy so 
lama ley de Hooke. 

Si analizamos el desplazamiento de un punto arbitrario A 
(fig. 10) en cierta dirección, por ejemplo, en la dirección del eje z, 


obtendremos, 
u¿=05,P, (0.1) 


siendo P la fuerza que origina el desplazamiento u4 y 8,, el coefi- 
ciente de proporcionalidad entro la. fuerza y el desplazamiento. 
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Es obvio que este coeficiente depende tanto do las propiedades 
físicas del matorial como de la posición relativa del punto A y el 
punto de aplicación de la fuerza, y en general, de las particularidades 
geométricas del sistema. 

La expresión (0.1) representa pues la ley do Hooko para el sis- 
tema. 

La interpretación moderna de la ley de Hooke establece la depen- 
dencia lineal entre la tensión y la deformación, y no la dependencia 
entre la fuerza y el desplazamiento. Estas dependencias lineales son 
propias del estado del material en un punto. 

os cooficientes de proporcionalidad son, en este caso, constan- 
tes físicas del material y no tienen relación con las propiedades 
geométricas del sistema como tal. Es decir, la ley expresa las 
propiedades del propio material. Basándose en esta interprotación 
de la loy de Hooke, se pueden obtener relaciones del tipo (0,1) 
entre los desplazamientos y las fuerzas a distintos sistemas 
concretos. Las constantes físicas del material se introducirán en 
capítulos posteriores, al analizar casos definidos de estados ten- 
sionales y deformacionales. La interpretación general de la loy de 
Hooke se formulará en el capítulo VII, Por ahora, para establecer 
los propiedades principales de los cuerpos tensionados, nos limita- 
remos al estudio de la relación (0.1) que es típica para la inmensa 
mayoría de los sistemas. 

Es necesario advertir, que la dependencia lineal admitida entre 
los desplazamientos y las fuerzas se mantieno tanto al aumentar 
la carga como durante su disminución y supone, de por sí, que el 
sistema es elástico. Esto mismo lo confirman los ensayos que demues- 
tran que en el caso de relación lineal, el sólido recobra completa- 
mente sus dimensiones originales y su forma una vez retirada la 
carga exterior. 

Los sistemas en los que se cumple la condición de proporcionalidad 
entre los desplazamientos y las cargas exteriores admiten el prin- 
cipio de superposición o de independencia de acción de las fuerzas. 
De acuerdo con este principio, los desplazamientos y las fuerzas 
interiores que surgen en el cuerpo elástico se consideran independientes 
del orden de aplicación de las fuerzas exteriores. Es decir, si en un 
sistema están aplicadas varias fuerzas, se pueden determinar las 
fuerzas interiores, las tensiones, los desplazamientos y las deforma- 
ciones de cada fuerza por separado y sumar después los resultados 
correspondientes a cada fuerza, obteniendo así el resultado de la 
acción de todas las fuerzas. 

Supongamos que a cierto sistema se le aplica la fuerza P,. El 
desplazamiento que esta fuerza origina en el punto A y en dirección, 
por ejemplo, del eje z, será según la expresión (0.1) 


uy =5.Pr (0.2) 
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Supongamos ahora que se retira la fuerza P, y en su lugar, pero 
en otro punto del sólido elástico, se aplica la fuerza P,. El desplaza- 
miento obtenido, originado por esta fuerza en el punto A, será, 


Un +5, Po (0.3) 


Los coeficientes de proporcionalidad 6, y 8,, serán, claro está, 
diferentes, puesto que las fuerzas P, y P, están aplicadas en distintos 
puntos del sólido, 

Veamos ahora la acción simultánea de estas dos fuerzas P, y P,. 
Apliquemos al cuerpo elástico primero la fuerza P, y después, sin 
retirar la primera, la fuerza P,. Entonces, el desplazamiento del 
punto Á será: k 

u¿=0,P,+85,Pa. (0.4) 


El coeficiente 5, será el mismo que en la fórmula (0.2), ya que 
la fuerza P, se aplicó al sistema sin carga. El coeficiente 8, se 
diferencia del de la fórmula (0.3), puesto que la fuerza P, se aplicó, 
no al sistema libro, sino al sistema solicitado por la fuerza P,. 

Si admitimos que los coeficientes ,, y 8,, son diferentes, debo- 
remos admitir también que 6, depende de la fuerza P.,, lo que con- 
tradico a la suposición fundamental sobre la dependencia lineal de 
los desplazamientos de las cargas exteriores. Es decir, que 3, no 
dopondo de las fuerzas. La expresión (0.4) para P,=0 deberá cvin- 
cidir con (0.3), es decir, que 6,,=6,, y, por lo tanto, 


us=0,P,+8,Po (0.5) 


Es decir, el desplazamiento se determina como la suma de los 
desplazamientos de las fuerzas P, y P,. Si variamos el orden de apli- 
cación de las fuerzas, se podrá, con los mismos razonamientos, 
llegar a la expresión (0.5). Por lo tanto, el resultado de la acción 
de las fuerzas no depende del orden de aplicación de ellas, lo que con 
lacilidad se generaliza para el caso de cualquier número de fuerzas. 

Así pues, el principio de superposición de las fuerzas se basa sobre 
la dependencia lineal entre los desplazamientos y las fuerzas y sobre 
la suposición, relacionada con la anterior, sobre la reversibilidad 
de los procesos de carga y descarga. Los sistemas para los cuales no 
es válido el principio del parágrafo anterior sobro las dimensiones 
originales, revelan dependencias no lineales entre las fuerzas y los 
desplazamientos y para estos sistemas es inaplicable el principio 
de superposición de las fuerzas (véase por ejemplo el sistema de la 
figura 12). Al mismo tiempo, no todos los sistemas para los que es 
válido el principio de las dimensiones originales, se someten al 

«principio de superposición de las fuerzas. Si para desplazamientos 
pequeños, "las. propiedades del material son tales, que los desplaza- 
mientos no dependen linealmente de las fuerzas, entonces el sistema 
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sometiéndose al primer principio, no se somete al segundo. El prin- 
cipio de superposición de las fuerzas es básico para la solución de 
la mayoría de los problemas de la resistencia de materiales. 


$ 7. Principios generales para el cálculo 
de los elementos de las estructuras 


El cálculo de una estructura tiene por objeto contestar el interro- 
gante de sí so cumplen o no las condiciones de seguridad que se le 
exigen a la misma. Para ello, es necesario comenzar por formular 
los principios que sirven de base para apreciar las condiciones de 
suficiente seguridad. Sin esto, el análisis de una estructura concreta 
no tiene objeto en sí. Si, por ejemplo, en una estructura se determinan 
las tensiones, es necesario saber previamente para qué se hallan y 
qué hacer con las tensiones determinadas. De la misma manera, si 
se determina la configuración del sólido deformado, es necesario 
saber aprovechar estos datos para juzgar sobro la seguridad de la 
estructura. Todas estas preguntas encuentran su respuesta al esco- 
ger el método general de cálculo. 

El método más difundido de cálculo de la resistencia de las piezas 
de las máquinas y de los elementos estructurales es el basado en las 
tensiones. Este método se basa en el criterio, según el cual la seguridad 
do una estructura está determinada por la tensión o, mejor dicho, 
por el estado tensional del punto. El cálculo, según este método 
se realiza de la siguiente manera. 

Basándose en el análisis de la estructura, se determina el punto 
del sólido donde aparecen las tensiones máximas. La magnitud obte- 
nida do la tensión se compara con la tensión límite para el material 
dado que, a su vez, se obtiene de los resultados de los nsayos reali- 
zados con anterioridad. Comparando las tensiones obtenidas por 
el cálculo con las tensiones límites se juzga sobre la resistencia de la 
estructura. 

Este es el método que se emplea en la mayoría de los casos prác- 
ticos. Pero no se debe pensar que este método es el único posible. 
En toda una serie de casos otros métodos resultan más efectivos. Pue- 
de ocurrir incluso que el cálculo por tensiones resulte inadmisible, 
como ocurre, por ejemplo, al comprobar ciertas estructuras sometidas 
a grandes diferencias de temperatura (como la cáscara de un motor co- 
hete de combustible líquido y otros). 

En toda una serie de casos el concepto principal del método expues- 
to, según el cual las tensiones en un punto determinado se consideran 
como factor determinante al juzgar sobre la seguridad de toda la es- 
tructura, no siempre resulta correcto. 

Veamos en calidad de ejemplo simple, para ilustrar lo dicho, 
una barra con ranura (fig. 14, a). Se puede demostrar que al traccio- 
nar dicha barra las tensiones en los puntos Á situados en el vértice 





30 Antroducción 





de la ranura serán sensiblemente mayores que en el caso de una barra 
lisa traccionada por las mismas fuerzas (14, b). Partiendo del método 
de las tensiones, se deduce que la barra con ranura es menos registen- 
te, es decir resiste menos carga que la barra lisa. Sin embargo, esto 
no siempre es así. Para algunos materiales como el acero de mucho 
carbono, el vidrio, la piedra y otros materiales somejantes, la barra 
con ranura resulta, en efecto, menos resistente que la barra lisa, 
Pero en el caso, cuando las barras son de acero de poco carbono, obre, 
bronce o aluminio, la barra con ranura, 
inesperadamente, resiste una carga no 
menor sino mayor que la lisa. Así pues, 
las tensiones en un punto no siempre 
caracterizan cabalmente las condiciones 
de rotura de la estructura. 

Do acuerdo con lo expuesto, en algu- 
nos casos se emplea el método de cálculo 
por cargas de rotura. En este método el 
cálculo determina no las tensiones, sino 
la carga límite que puede resistir la es- 
tructura sin romperse o sin variar sensi- 
blemente su forma. La carga límite (de 
rotura) se compara con la de trabajo y se 
llega después a las conclusiones pertinen- 

Flo. 1. tes sobro ol grado de resistencia de la es- 

tructura en las condiciones de trabajo. 

Este método tiene un defecto y es que la determinación de la carga 
de rotura es factible solamente en las estructuras más simples. 

Los métodos de cálculo se escogen teniendo en cuenta las condi- 
ciones de trabajo de las estructuras y las exigencias que se plantean. 
Si se trata de conseguir las deformaciones mínimas de la estructura, 
por ejemplo, al diseñar ol rofractor de un foco o el sistema de espejos 
para un dispositivo astronómico, el cálculo se realiza por los despla- 
zamientos admisibles o, como se dice, se hace el cálculo de la rigidez. 
Esto no excluye, claro está, que para esto mismo sistema sea compro» 
bada también la resistencia por las tensiones. 

Aparte do estos métodos de cálculo, existen otros métodos que 
están relacionados con otros fenómenos de distinta naturaleza, como, 
por ejemplo, la estabilidad, el efecto de las cargas repetidas, soli- 
citaciones dinámicas y otros. 

El curso de resistencia de materiales no pretende dar normas fijas 
sobre cómo y cuándo se debe emplear cada uno de los métodos ex- 
puestos de cálculo de estructuras concretas. 

La resistencia de materiales da solamente los métodos práctica- 
mente aceptables para la solución de problemas relacionados con 
la determinación de las tensiones, deformaciones, desplazamientos, 
cargas de rotura, etc., en los elementos típicos de las estructuras. El 
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problema sobre el grado de seguridad de la estructura, en las condi- 
ciones dadas, so estudia principalmente en cursos tales como el curso 
de piezas de máquinas, curso de resistencia de aviones, curso de re- 
sistencia de barcos y otros. 

Sin embargo, al estudiar la resistencia de materiales no debemos 
olvidarnos que la determinación de las tensiones y desplazamientos 
no es, de por sí, la meta, sino que después de la determinación de 
estas magnitudes, nos encontramos con la necesidad de emplear los 


resultados obtenidos, al juzgar sobre-la seguridad de la estruc» 
tura. 


Capítulo 1 


TRACCION Y COMPRESION 


$ 8. Fuerzas interiores y tensiones que se desarrollan en las 
secciones transversales de una barra en la tracción y compresión 


Como se indicó en el $ 3, se entiende por tracción el caso de soli- 
citación cuando en las secciones transversales de las barras aparecen 
solamente fuerzas normales, mientras que el resto de las fuerzas 
interiores (fuerza cortante, momento torsor y momento flector) 
es igual a cero. 

Lo más usual es el caso do tracción de una barra por fuerzas apli- 
cadas a sus extremos. La transmisión de los esfuerzos a la barra pue- 
de ser realizada de distintas formas, como se indica en la figura 15, 





Fig. 16, 


En todos los casos, sin embargo, el sistema de fuerzas exteriores se 
reduce a una fuerza P dirigida a lo largo del eje de la barra. Por 
eso, independientemente de las condiciones de sujeción de la barra 
tracelonada, el esquema de cálculo es único, el indicado en la figura 

Si empleamos el método de las secciones, es evidente que en todas 
las secciones transversales de la barra aparecerán las mismas fuer- 
zas normales N, iguales a P (fig. 16). 


N=P. 
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La compresión se diferencia de la tracción, desde el punto de 
vista formal, por el signo de la fuerza N. En el caso de tracción la 
fuerza normal WN va dirigida desde la sección hacia afuera, en el de 
compresión, hacia la sección. Así pues, al analizar las fuerzas interio- 
res se mantiene el mismo método para la tracción y compresión. 


Fig. 10. 


Al mismo tiempo, entre estos dos tipos de solicitación pueden apro- 
ciarse diferencias cualitativas, como, por ejemplo, al investigar 
los procesos de rotura de los mi les o al investigar el comporta» 
miento de barras largas y esbeltas, cuando la compresión va acompa- 
ñada generalmente de flexión. 

Consideremos las tensiones que aparecen en la socción transver- 
sal de una barra traccionada. La fuerza normal NY es la resultante 
de las fuerzas interiores en la sección (fig. 17). Es natural suponer que 


ze a y 
— — 


Flg. 17. 








en el caso de una barra homogénea, las fuerzas interiores se distri. 
buyen uniformemente en la sección transversal. Entonces las ten- 
siones normales serán idénticas en todos los puntos de dicha sección. 
A 
o=+. (14) 
siendo £ el área de la sección transversal. 

Está claro, que la suposición anterior sobre la distribución uni- 
forme de las tensiones internas en la sección transversal, es válida 
siempre y cuando no so analizan las particularidados de apoyo en 
los extremos de la barra dada. Aquí se obra de acuerdo con el prin- 
cipio de Saint Venant, conocido científico francés del siglo pasado. 
El principio de Saint Venant es un principio general, pero en el caso 
concreto de barras se le puede formular como sigue; el modo con- 
creto de aplicación de las fuerzas exteriores a la barra traccionada, co- 
mo regla general *), influye solamente a distancias no superiores 


'xcluyendo las barras de parodes delgadas (véase cap. XI). 
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a las dimensiones características de la sección transversal. Esto 
quiere decir que al analizar una barra traccionada es suficiente tener 
en consideración solamente la resultante de las fuerzas exteriores P, 
sin interesarse por el modo concreto de aplicación de las fuerzas, 
Para ello es necesario prescindir de la parte de la barra situada en 





exoluidos 





el lugar de aplicación de las fuerzas exteriores, lo que se indica en 
la figura 15. Ignorando las partes de la barra situadas en los extre- 
mos se obtiene el esquema de cálculo (fig. 15, d) único, independien- 
temente del modo de aplicar las fuerzas exteriores. 

Este razonamiento es aplicable también a los tramos especiales 
de la barra, donde varían bruscamente las formas geomótricas de la 

barra. Por ejemplo, en el caso de la barra 
escalonada de la figura 18, se debe ex- 
cluir la zona donde el diámetro varía 
súbitamente y las zonas vecinas al agu- 
jero. En todos los tramos restantes las 
tensiones en las secciones transversales 
se distribuyen uniformemente y se ob- 
tienen por la fórmula (1.1). 

En el caso de una barra homogénea 
traccionada solicitada en sus extremos, 
las tensiones permanecen constantes tan- 
to dentro de la sección transversal como 
a lo largo de la barra, es decir son con- 
stantes en todos los puntos del volumen 
que ocupa el sólido. Este estado tensional 

Flag. 19. se denomina estado tensional homogéneo. 
En este caso todos los puntos del cuerpo 
se encuentran en las mismas condiciones. 

El concepto, de estado tensional homogéneo está relacionado con 
el de la continuidad del medio que ocupa el sólido. Está claro, que 
la distribución de las fuerzas interiores en las condiciones reales 
no puede ser uniforme, debido a que los cristales del metal noson 
homogéneos y a la composición molecular de la materia. Por eso, 
cuando se habla de la distribución uniforme de las fuerzas interiores 
en la sección, se sobreentiende la distribución en áreas muy superio- 
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res a las dimensiones de las secciones de los cristales, es decir, sin 
contar con los detalles microscópicos. Esta reserva se refiere no sola- 
mente a la tracción y compresión sino, también, a todos los casos de 
solicitación que serán analizados más adelante. 

En el caso de tracción no siempre surge un estado tensional ho- 
mogéneo. Así, por ejemplo, en el caso de la barra de sección trasversal 
variable (fig. 19, a) las tensiones varían a lo largo de la barra, re- 
sultando que el estado tensional no es homogéneo. Lo mismo ocurre 
cuando la barra está solicitada por su peso propio (fig. 19, b). 


$ 9. Alargamiento de la barra y ley de Hooke 


Las dimensiones de la barra traccionada varían según sea la mag- 
nitud de las fuerzas aplicadas, Si antes de aplicar la carga su longitud 
era l, después de aplicarla, será ya 14-41 (fig. 20). La magnitud Al 
se denomina alargamiento absoluto de la barra. 








Consideraremos que el alargamiento absoluto y la deformación 
solamente de las tensiones que surgen en la barra. 
En realidad existen otros factores que también influyen sobre la 
magnitud de la deformación. Así por ejemplo, la deformación depende 
de la temperatura y del tiempo de duración de la carga. La magnitud 
de las deformaciones no elásticas depende de la «historia» de la soli- 
citación, es decir, de la manera en que tuvieron de crecer y disminuir 
las fuerzas exteriores. Por ahora, no trataremos estas cuestiones, 

Puesto que en la barra solicitada (fig. 20), el estado tensional es 
homogéneo y todos los tramos se encuentran en las mismas condicio- 
nes, la deformación e a lo largo del eje de la barra sorá la misma, e 
igual al valor medio en la longitud /, 


Y 








(1.2) 





Esta magnitud se denomina deformación unitaria de la barra. 
En el caso de que el estado tensional no fuese homogéneo, la 
deformación en la sección 4 (fig. 20) se determinaría estableciendo 


> 
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el límite para el tramo pequeño dz y entonces, 
(1.3) 


Observemos, que en virtud de la distribución uniforme de las 
tensiones en la sección, los alargamientos de todos los tramos ele- 
mentales de longitud ab (fig. 20) del segmento dz son iguales. Por 
lo tanto, si los extremos de los tramos se encontraban antes de la 
solicitación en un mismo plano, formarán después de ella, también 
un plano, pero desplazado a lo largo del eje de la barra. Esto puede 
ser admitido como base para la interpretación del mecanismo de la 
tracción y compresión y constituye la hipótesis de las secciones planas 
(hipótotsis de Bernoulli). Si consideramos esta hipótesis como base, 
entonces la distribución homogénea de las tensiones en la sección 
transversal se podrá deducir de ella. Cuando se trata do alargamientos 
pequeños, para la inmensa mayoría de los materialos es válida la loy 
do Hooko que establece la relación de proporcionalidad directa entre 
las tensiones y las deformaciones, 


o=Ee. (1.4) 











E es el coeficiente de proporcionalidad denominado módulo de 
elasticidad de primer género. El módulo de elasticidad es una cons- 
tante física del material que se obtiene experimentalmonte y se mido 
en las mismas unidades que o, es decir, en kgf/cm*. El módulo de 
elasticidad para los materiales de mayor uso es el siguiente: (en 
kgt/cm*): 

E=(2,0 +2,1)-10* 
E=1,2.10 

E=(1,0 +1,2)-10* 
Aluminio y sus aleaciones con magnesio E=(0,7 + 0,8)-10* 
Madera (a lo largo do las fibras) . . . . . E=(0,08-+0,12)-10% 





La ley de Hooke es aproximada. En el caso de algunos materiales, 
como por ejemplo el acero, se cumple con gran exactitud dentro de, 
amplios límites de variación de las tensiones. En otros casos, se ob- 
servan apreciables desviaciones de la ley de Hooke. Por ejemplo, 
en el caso del hierro fundido y de otros materiales de construcción 
incluso para tensiones pequeñas, la ley de Hooke sólo puede ser ad- 
mitida de manera aproximada. En los casos cuando la loy de Hooke 
no es válida, las deformaciones vienen dadas por medio de una fun- 
ción no lineal de la tensión 

e=f(0) 


de tal manera, que esta función corresponda a la curva que se 
obtiene del ensayo del material 
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Volviendo a la expresión (1.4) y sustituyendo on ella 9 por 
£ y e por 52, obtendremos, 


"Ndz 
Ads == 
El alargamiento absoluto de la barra en el tramo do longitud 
E será, 
1 
Nds 
a 7 (1.5) 


Cuando la barra está cargada solamente en sus extremos, la fuerza 
normal N=P no depende de z. Si, al mismo tiempo, la barra es de 
sección constante F, entonces de la expresión (1.5) obtendremos, 


Pl 
Al=p- (1.6) 


Al resolver muchos problemas prácticos surgo la nocesidad de 
considerar, no solamente los alargamientos dubidos a las tensiones 
o, sino también los relacionados con el cambio de temperatura. En 
este caso so emplea el principio de superposición, obteniendo e como 
la suma de la deformación debida a la carga y la originada exclusi- 
vamente por el cambio de la temperatura, 


o 
e=7+al, 


siendo a el coeficiente de dilatación lineal del material. 
En el caso de una barra homogénea, solicitada en gus extremos 
y calentada uniformemente, obtendremos, 


Al= Ep Hlal. (1.7) 


Así pues, las deformaciones correspondientes a la carga y a la tempe- 
ratura se consideran independientes. Esto se basa sobre el hecho es- 
tablecido experimentalmento de que el módulo de elasticidad E 
varía muy poco cuando se trata de un calentamiento moderado, al 
igual que a, que prácticamente, no dependo de la tensión o. En el 
caso del acero esto ocurre hasta temperaturas del orden de 300 a 
400* C. Para mayores temperaturas es necesario contar con la depen- 
dencia de E de t. 

Veamos algunos ejemplos de determinación de las tensiones y 
desplazamientos en los casos más simples de tracción y compresión. 


Ejemplo 1.1. Determinar la ley de distribución de las fuerzas normales, ten- 
siones y desplazamientos a lo largo de la barra escalonada, solicitada en su extre- 
mo por la fuerza P (fig. 21, a), así como también las magnitudes numéricas de la 
máxima tensión y desplazamiento máximo, P=5 tf, F=2 cm" y l=1m. 
El material de la barra es acero para el cual E=2-10* kgf/cm*. Puesto que la 
fuerza P es considerable, el peso propio de la barra no tiene importancia. 


38 Cap. 1. Tracción y compresión 





De las condiciones de equilibrio de cualquiera de las partes separadas de la 
barra, se deduce que la fuerza normal Y en cada sección de la barra es igual a la 
fuerza exterior P. Construyamos el diagrama de la variación de la fuerza N a lo 
largo del ejo de la barra. Los diagramas de manera muy clara expresan las leyes 
de variación do las distintas magnitudes que so examinan. En esto caso, el 
grama de la fuerza normal está representado on la fig. 21. 0 por un rectángul 
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Flg. 21. 


ya que N=» P=constante. En la figura, el diagrama de N está rayado por líneas 
orientadas en la misma dirección en que se colocan los valoras de N, es decir, 


verticalmente. 
Para obtener el diagrama de las tensiones o, es necesario dividir las ordena 
des del diagrama de N por el área F (fig. 24, <). El valor máximo de o es. 
2.5000 2 500 gico 


AN 





Determinemos ahora ol desplazamiento u (en cm) de cada sección de la ba- 
rra, on la dirección de la fuerza P. El desplazamiento de la sección z coincide con 
¡miento dol tramo do longitud + y, por lo tanto, de acuerdo con la fór- 


Pz 
E 

Es decir, en el tramo donde 2 varía de cero a 1, el desplazamiento u os pro- 
porcional ax (fig. 21,4). En el segundo tramo de la barra el desplazamiento es 

PO EN 

EP YZEF* 
Lo dependencia entre u y , también será lineal, El desplazamiento máximo 

ocurro en la sección del extremo de la barra, 

3PI _3-5.000-100 

az 8 em. 

Ejemplo 1.2. Construir el diagrama do las fuerzas normales, tensiones y des- 
plozamientos en el caso de una barra cilíndrica cl libremente y solicitada 


or las fuerzas de su io (fig. 22). La longitud de la barra es 1, el área 
PA AA e 
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La fuerza normal en la sección z es igual al peso de la parte de la barra que 
se encuentra debajo de la sección, qa 2 E 
N=yPa, 
Es decir que la fuerza normal es proporcional a 2. El diagrama de N en este caso 


so raya con líneas horizontales, puesto que las magnitudes de WN se orientan 
horizontalmente. La tensión en la sección indicada es «=ys (véase el diagrama 


de la fig. 22). 
2” 
I 
ll 


0H 





yr 
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El desplazamiento u de la sección z es igual ul alargamiento del tramo sur 
perior de la barra. Por la fórmula (1.5) obtendremos: 


um j E (123). 
E 


ción de u se interpreta por uns función cuadrática 
miento Umax ocurre en la sección del extremo info- 









Ejemplo 1.3. La columna de la fígura 23 está cargada con la fuerza P y con 
su peso propio. Determinar la ley de variación del área de la sección transversal 
¿PF (=) detal manera que las tensiones en toda las secciones eno las mismas 





e iguales a E. Constrúyaso el diagrama de las fuerzas normales, tensiones y des- 


plazamiont 
En la sección a la distancia z dol borde la fuerza normal de compresión N es, 


N=P+yf Fat. 
0 





Según la condición del problema 
P4yf rat 
¿ 


F Fo 





=const, 
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donde se obtieno, 





¿ 1 
P+y $ Parr. 


Dorivando las dos partes de la igualdad con relación a z, hallaromos que 
dd 








ES 


Flg. 29. 
Integrando obtendremos, 
P 
4 00 F— 10 0) 


ve 
Pace”. 


Cuando 1020, PF y, por lo tanto, C=Fa, es decir, que la ley do 
variación de F 0h cuestidn pork, ” q 
He 


P=Fg 


Conviene comenzar la construcción de los diagramas por ol de o, que no va- 
ria lo largo del ej de la columna (fig. 25); Puesto que la tensión es constante, 
voró constante también el alargamiento unitario e. Es docir, el desplazamiento 
Y somenta eporicenimas E a lo distancia e la base de la columna. 

La fuerza norma) on la sección z será, 
Pe 
N=0PF == Pe P 





está representado en la figura 23. 

lo se refiere a un ceso muy frecuente en la resistencia de 
souteciales cuando es busca la condición de (gualdid de repisa. Ella tonal 
en cierto punto del cuerpo (en muestro caso de lo columna) es igual para todos 
Jos puztos del volumen ocupado por el cuerpo, esto tipo de construcciones an 
lama de igual resistenci :cturas el material so aproveche do lo 
manes fectiva posibl 








le. 
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Ejemplo 1.4. El soporto: ABC tiene una P en su extremo (fig. 24). 
Determinar la sección transversal de las barras 44 y BC de tal manera que las 
tensiones que en ellas surgon scan idénticas e iguales a o. El ángulo a debe esco- 
yen dela condición del peso mínimo de la construcción, para la longitud dada 
voladizo. 
Do la condición de equilibrio del mu», L 
do 8 (fig. 24) se obtienen las fuerzas nor- 


»N 
moles en los barras, A 
Pp 
Ni=Pega, Ni. ! 4 A 


Determinamos ahora las áreas de las 
secciones transversales de las barras, dada 
la tensión a, A 


Fla. 24. 





El peso de la estructura dol soporte es proporcional a su volumen, 
V=hPithPs. 
Introduciendo aquí las longitudes y las áreas do las barras, obtendremos, 





El volumen Y resulta ser mínimo cuando 


ota; as 
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Veamos el proceso de deformación del sólido elástico desde el 
punto de vista energético. 

Las fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo elástico realizan cierto 
trabajo, que designaremos por 4. Como resultado del trabajo reali- 
zado, en el cuerpo, se acumula cierta energía potencial U del sólido 
deformado, Al mismo tiempo, parte del trabajo sirvo para trasmitir 
ciertas velocidades a la masa del sólido, es decir, se transforma en 
energía cinética K. El balance do la energía es el siguiente: 

A=U+K. 

Si la carga se aplica lentamente, la velocidad del desplazamiento 
de las masas del cuerpo sorá pequeña. Este proceso do carga so deno- 
mina estático. El cuerpo en cada momento se encuentra en estado de 
equilibrio y, en este caso, a 

A=U. 


El trabajo de las fuerzas exteriores se trasforma totalmente en ener- 
gía potencial de la deformación. 

Al descargar el cuerpo a cuenta de la energía potencial se realiza 
cierto trabajo. Es decir que el sólido elástico es un acumulador de 


42 Cap. l. Tracción y compresión 





energía. Esta propiedad de los sólidos elásticos se aprovecha amplia- 
mente, por ejemplo, en los resortes del mecanismo de los relojes 
y en diversos tipos de amortiguadores elásticos (resortes, muelles, 
ejes de torsión, ete.). 

En la figura 25 está representada una barra traccionada. Para 
mayor claridad en los razonamientos, el alagramiento de la barra se 
representa en escala exagerada. De acuerdo con el segmento Al, 
en la parte inferior, está representado el gráfico de la variación 
de la fuerza P. 

Como en el desplazamiento Al la fuerza P no permanece constante, 
el trabajo realizado al traccionar la barra tiene que ser determinado 





dial) 
Flg. 25. 


integrando sobre los tramos elementales del camino recorrido. En el 

desplazamiento olemental d(A!) el trabajo de la fuerza P será, 
dA=Pd(Al). 

Claro está que el trabajo correspondiento al desplazamiento A/ es 

numéricamente igual al área del triángulo OBC, es decir, 


1 
A=U=>z PAL. 


Así pues, el trabajo de la fuerza en el desplazamiento elástico se 
determina como la mitad del producto del valor máximo de la fuerza 
por ol desplazamiento Al. Si la relación entre la fuerza y el despla- 
zamiento no fuera, lineal, entonces en el lugar del coeficiente Y 
figuraría otro coeficiente . Cuando la fuerza es constante el coefi- 
ciente se hace igual a la unidad. En adelante, al calcular el trabajo 
de las fuerzas exteriores, escribiremos el coeficiente Ye sin más ex- 
plicaciones. Eliminando Al de la expresión de U obtenida, hallaremos 








U= > (18) 

Si la fuerza normal N varía a lo largo del eje de la barra entonces 

la energía potencial de la deformación se determinará sumando sobre 

todos los tramos dz (fig. 25). Para un tramo elemental se obtiene, 
Ntdz 


dU => 
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y para toda la barca, 
Ñ 
o Va (1.9) 


Las relaciones energéticas so emplean ampliamente al determinar 
los desplazamientos en sistemas elásticos complicados. Los teoremas 
generales que a esto se refieren serán estudiados en, el capítulo V. 


$ 11. Sistemas estáticamente determinados (isostáticos) 
y estáticamente indeterminados (hiperestáticos) 


En todos los casos analizados hasta ahora, las fuerzas normales 
en las secciones transversales de las barras se determinaban por el 
método de las secciones, analizando el equilibrio de la parte separada. 
Pero este método de determinación de las fuerzas normales y, en 
general, de las fuerzas interiores en la barra no siempre es posible. En 
la práctica, constantemente nos encontramos con sistemas con gran 
número de ligaduras y, para determinar los fuerzas interiores en es- 
los sistemas, las ecuaciones de la estática son insuficientes. Estos 
sistemas se denominan sistemas estáticamente indeterminados (hi- 
perestáticos). 








Rx a E 5 A 
h. 1. lo 
ca CE PAT 
A VA 
es *» o 
Fig. 26. 


En la figura 26, a está representado un voladizo compuesto por 
dos barras. Los esfuerzos en las barras que lo constituyen se hallan 
sin dificultad de las condiciones de equilibrio del nudo 4. Si com= 
plicamos la estructura del voladizo, agregándole una barra más 
(tig. 26, b) entonces, por el método anterior, será, imposible determi- 
nar los esfuerzos en las barras, puesto que, como antes, se pueden 
plantear para el nudo Á solamente dos ecuaciones de la estática, mien- 
tras que el número de incógnitas es tres. En estos casos se dice que el 
sistema tiene un grado de hiperestaticidad. Complicando la estruc- 
tura más aún, introduciendo nuevas barras, se pueden obtener sis- 
temas de doble grado de hiperestaticidad (fig. 26, c), de triple grado 
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de hiperestaticidad, etc. En la figura 27 se dan tres sistemas más. 
El primero de ellos es estáticamente determinado (isostático), el 
segundo y el tercero, tienen respectivamente uno y dos grados de 
hiperestaticidad. 

Se puede afirmar que el grado de hiperestaticidad del sistema es n 
cuando el número de ligaduras supera el número de ecuaciones in- 
dependientes en n unidades. La determinación de todas las fuerzas 
desconocidas o, como se dice, la superación de la hiperestaticidad, 
resulta posible solamente planteando ecuaciones que completen el 


7 
' a l 0) : O) 


Flg. 27. 


número de las ecuaciones de la estática hasta igualarlo al número de 
incógnitas. Estas ecuaciones adicionales reflejan las particularidades 
goométricas de las lígaduras impuestas a los sistemas doformables y, 
convencionalmente, se denominan ecuaciones de los desplazamientos. 
En el caso de los sistemas compuestos por barras de la figura 26, 
las ecuaciones de los desplazamientos tienen que reflejar el hecho de 
que el nudo 4 del sistema deformado tiene que ser común para todas 
las barras. En el ejemplo de la figura 27, las ecuaciones de los despla- 
zamientos, cuando la barra AB es rígida, deberán indicar que todos 
los extremos inferiores de los tirantes, una vez cargado el sistema, 
se encontrarán en una misma recta. 

Analicemos los principios del planteamiento de las ecuaciones 
de los desplazamientos en los casos más elementales de sistemas hi- 
perestáticos. 











Ejemplo 1.5. La barra homogénea de la figura 28 está ompotrada en sus 
extremos y solicitada por la fuerza P, aplicada a un tercio de Ja longitud de la 
barra a partir del ompotramiento. superlor. Determinar las tensiones méximos 
que se producen on la barra. 

El sistema tiene un grado de hiperestaticidad, puesto que las dos reacciones 
de apoyos Rá y Ra no se pueden determinar de la única ecuación de equilibrio, 


Ra+Ro=P. 
La eeuación de los desplazamientos relejará el hecho, de quo la longitud to- 
tal dela barca no varía, El alargamiento de la parto superior será igual al acorta- 


miento de. la inferior. Por lo-tanto, 
14l4]=/Alal. 
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Expresando los alargamientos por las fuerzas obtendremos, 
1 2 
Bagl Raz 
EF SER 
Ra=2Rg 
y resolviendo esta ecuación junto con la de equilibrio, hallaremos, 





o sea, 


La máxima tensión será, 





Ejemplo 1.6. El sistema de tres barras de igual sección gs, 29, a) está 
cargado con una fuerza vertical P. Determinar los esfuerzos on las barras. 

Al plantear las ecuaciones de equilibrio del nudo A (fig. 29, b) nos basamos 
en el principio de invariabilidad de las dimensiones originales. Como el ángulo 





Flg. 28. Flg. 29. 


a, bajo la acción de la fuerza P, varía en una maguitud insignificante, lo consido- 
ramos invariable, obteniendo así, 
Ni=N3  2N,008U-+Na=P. 

Estas ecuaciones son insuficiontes para la determinación de todas las fuer- 
zas. Es necesario plantear una ecuación más, la de los desplazamientos, Para 
sllo, comparamos la forma del nudo A antes do aplicar la carga y después de 
aplicarla (fig. 29, c). El segmento 44' constituyo el desplazamiento vertical 
del nudo A, que es igual al alargamiento do la barra central. 

AS bla 

Trazamos por el punto 4 un arco circular A8 con centro an el punto C. 

El alargamiento do la barra lateral será entonces 4'B, 
A'B=bth. 

Teniendo en cuenta que los desplazamientos son pequeños, podemos susti- 
tuir el arco 4 por un segmento perpendicular a la recta A'C y entonces, como el 
ángulo o, al alargarse las barras, varía muy poco, obtendremos, 

Al,=4l, cosa, 
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Esta es la ecuación de los desplazamientos que se pretendia plantear. 
Expresando los alargamientos por las fuerzas correspondientes ballaremos, 
Ni 
Ma 


obteniendo, 
Ny=Ny costa. 


Una vez resuelta esta ecuación conjuntamente con las de equilibrio, ten- 
dremos, 


Pcosta P 


Ma MATA 








fuerzas N, y No (lg. 

cero la suma de los mol 

respecto a la articulación O, hallaremos 
Nja+2N qa=0, 


Supongamos ahora que, como resultado 
Fig. 30, del calentamiento de los tirantes, la viga rí- 

gida gira alrededor del punto O y ocupa la 

ición A“B” (fig. 30, 6). De la semejanza de los triángulos OAA” y 088", 


Jlacomos 
Al¿=2A1, 
o de acuerdo con la fórmula (1-7), 
Na Ni 
e lat? (Aj +aas) 








es decir, 
N—2N, =EPabt. 


Resolviendo esta ecuación simultáneamente con la de equilibrio obtendromos, 
M=—< BPabt, Ny EFOM, 


El signo negativo de N, indica que la primera barca no trabi 
como se supuso anteriormente, sino a compresión. 

Ejemplo 1.8. Durante el montaje dol sistema de barras de la figura 31, a 
se observó que las longitudos de las barras no concuerdan (véase el nudo 4). 
El montaje fue realizado forzando los extremos de las borras, articulaciones 4 
y C, Determinar los esfuerzos en las barras después del montaje. 

“Tenemos cinco barras y, por lo tanto, cinco fuerzas desconocidas. Para los 
nudos 4 y 8 se pueden pl: cuatro ecuaciones de equilibrio, dos para cada 
ono, Por lo tanto, el sistema tiene un grado de hiperestaticidad. 

De las condiciones de equilibrio do los nudos A y B (fig. 34, 6 y c) hallamos, 


Ni=N¿=Ny Ni=Ny, Ny+2M,c0930" 


Supongamos que después del montaje, la articulación A se desplaza hacia 
abajo la magnitud 4. ocupando la posición A” y que la articulación B se mueve 





a tracción 
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hacia arriba ug (fig. 31, d y c). Entonces, 
Al, =u¿ sen 30"; Al =—ug cos30. 
El alorgamiento de la barra media será, 
81, =A—u¿—Up. 


£liminamos de estas expresiones u, y ug, obteniendo así la ecuación de los 
desplazamientos siguiente: 
2 


Al =4—28l, + 









Flg. 31. 


que después de expresar los alargemientos por las fuerzas será, 
2N,—2N,+ Ny=% EF. 


Una vez resuelta esta ecuación simultáneamente con las de la estática hal 
romos: 








YV3_a 1 A 
N =N =N GP EP, Ni=N y — > EF, 
ya Tr Tapa ya 

Los ejemplos analizados permiten formar un juicio suficiente sobre los mé- 
todos que se emplean para vencer la hi; iticidad. La asimilación cabal de 
estos métodos so puede conseguir, resolviendo suficiente cantidad de probl 


Otro método más genoral de cálculo de sistemas hiperestáticos se anali 
más adelanto, en el capítulo VI. 




















$ 12. Estado tensio 
tracción y compresión 


| y de deformación en el caso de 


Analicemos con más detalle las particularidades del estado ten= 
sional que aparece en una barro homogénea traccionada. Veamos 
primeramente las tensiones que aparecen en cierto plano inclinado 
que forma un ángulo a. con el plano de la sección normal (fig. 32). 
La tonsión completa p en este plano es, según la condición de homo- 
geneidad de los estados tensionales de todos los puntos, igual en 
todos estos puntos. La resultante de las fuerzas interiores en la sec- 
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ción deberá estar dirigida según el eje de la barra y-ser igual a la 
fuerza traccionante af, es decir, 





pF¿=0oF, 
siendo F, el área de la sección inclinada, 
? 
Po 
Así pues, la tensión completa en el plano inclinado es, 
pa Pavia 


ó 
2 Una vez descompuesta esta ten- 
sión según. la normal y la tan- 
gente al plano inclinado (fig. 
32, c) odtendremos, 


0,=P0080, Y,=pP3N0, 


o sea, 
a,=0costa, (140) 


1=Fosen2a. (1.11) 


Como podemos observar, en 
un mismo punto del sólido la mag- 
nitud de las tensiones que sur- 
Flg. 32. gen en las secciones depende de 

la orientación del plano. 

Cuando e=0 las fórmulas (1.10) y (1.11) dan las tensiones en 
lo sección transversal, 





0,=0; 1,=0 

Cuando a=90", es decir, en los planos longitudinales, o,=1,=0. 
Esto indica que las capas longitudinales de la barra traccionada no 
actúan entro sí en los planos laterales. En este sentido, la tracción 
de la barra es similar a la tracción de un haz de hilos paralelos sin 
relación entre sí. 

La tensión tangencial 1, adquiere su valor máximo en el plano 
inclinado 45* respecto al eje de la barra traccionada, 





tl 


Toa =$. 
Es importante observar, que el paso del plano arbitrario 


(a) al de inclinación (a +90”) no afecta al valor absoluto de- la 
tensión tangencial 7,. En efecto, 


| 0sen 2a|=| 00m 2 (04-90) k 


y, por lo tanto, las tensiones tangenciales en dos planos ortogonales 
son iguales (sin tener por ahora en consideración los signos de las 
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tensiones. tangenciales). Esta: condición es una propiedad general 
do cualquier estado tensional y se denomina ley de reciprocidad de 
las tensiones tangenciales. A'esta regla "se le puede dar una interpro- 
tación muy ilustrativa. Si separamos de la barra 'traccionada el 
elemento rectangular ABCD (fig. 33, a) será fácil observar que, 
independientemente del valor de:las tensiones normales o” y o”, 
las tensiones tangenciales Y y Y” deberán ser de tal magnitud y te- 
ner orientación tal que los momentos de los pares de estas tensiones 


8 ñ . 





Flg. 39. Flg. 36, 


se anuleo mutuamente (fig. 33, 0). Para un elemento arbitrario de 
espesor h es evidente que, 


VABhAD="" ADhAB, 
6 
v=1. 
Al mismo tiempo, como se ve de la figura 33, b, los vectores de 
las tensiones tangenciales en dos planos perpendiculares entre sí 
van dirigidos, o los dos a una misma arista (aristas A y C), o los 
dos se alejan de la arista común (8 y D). 

La loy de reciprocidad de las tensiones tangenciales en el caso 
más general de un estado tensional complejo se analizará otra vez 
enel capítulo VI ($ 50). 

Analicemos ahora las deformaciones de la barra traccionada. 
Los ensayos demuestran que (dentro de ciertos límites) el alargamiento 
de la barra en la dirección longitudinal va acompañado de un estre- 
chamiento proporcional transversal de la barra (fig. 34). Si designa- 
mos por, 








al Ae 
Lo = Tr rs 
entonces como demuestran los ensayos, 
Lirans = Hlrongo (1.12) 
siendo y, el coeficiente adimensional de proporcionalidad denomi- 
nado coeficiente de Poisson. La magnitud y caracteriza las 
propiedades del material y se determina experimentalmente. Para 
todos los materiales los valores de p se encuentran entre 0,25 y 0,35. 
En adelante, en el capítulo VII, se demostrará que en el caso de un 
material isótropo, y, en general, no puede ser mayor que 0,5, 
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Al traccionar la barra aparecen no solamente deformaciones li- 
neales, sino también angulares. Para determinarlas, analicemos el 
ángulo BAC (fig. 35, a) formado por los segmentos AB y AC. Al 
traccionar la barro, los puntos A, B y C se desplazan, ocupando la 
posición A*, B', C' (fig. 35, b). El ángulo B'A'C”, en el caso goneral, 
dejará de sor recto. La diferencia entre los ángulos BAC y B'A'C', 


Bscose 





Flg. 36, Fig. 36. 


como sabemos, so denomina deformación angular o ángulo de distor- 
sión. Designémoslo por Ya, 
q. LBAC—LBAC. 
Calculemos primeramento el ángulo o», de giro dol segmento AB 
al traccionar la barra. Para ello hacemos coincidir los puntos A y A” 
y analizamos la posición mutua de los segmentos AB y A'2” (fig. 36). 
En este mismo dibujo señalamos los puntos auxiliares K y L y la 
rocta n perpendicular al segmento A'B', 
El alargamiento unitario longitudinal y el acortamiento trans- 
versal, como so deduce de la figura 36, son 
BL LB” 
ton =RB+ n= AR: 
de dondo se obtiene, 
BL=tiopphs sena,  LB'=* 94050080 


o, de acuerdo con las expresiones (1.4) y (1.12), 
BL=< ássena, LB'=p-< Ascosa. 
Para determinar el ángulo de giro «,, proyectamos la línea 
quebrada BLB'A' sobre el eje n, obteniendo 
Assen ,=BL cosa +LB' sona 


o, teniendo en cuenta que el ángulo «, es pequeño, 
q BL cosa + LB' sena 
0,2 me Mea 
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Introduciendo las expresiones de los segmentos BL y LB” halla- 
remos, 


,=F (141) sen a. cos. 


Variando el ángulo a en 90%, obtendremos el ángulo de gico del 
segmento AC, 





Wars =— (1 +4) son a cosa. 


La deformación angular (ángulo de distorsión) so determina como 
la diferencia de los ángulos de giro de los segmentos y, por lo 
tanto, 





Ya = 04 — 04.109 = 7 (1 +11) sen 202. 


Comparando la expresión de y, con la (1.11) que fue obtenida para 
la tensión 7,, vemos que el ángulo de distorsión entre los planos 48 
y AC es proporcional a la tensión tangencial que aparece en estos 
mismos planos, es decir 

204 
y=20 a, 

En el caso de un material isótropo, esta relación es válida para 
todos los tipos de estados tensionales y se denomina ley de Hooke 
en el deslizamiento. Omitiendo el subíndice a, escribimos la última 
expresión en la forma siguiente: 


yv=3, (1.13) 





siendo G el módulo del deslizamiento o módulo de elasticidad de 
segundo género, 


E 
S==1+ (1.14) 


G y E son dimensionalmente iguales y se miden ambos en kgi/cm*, 

Así pues, si la ley de Hooke en el caso de tracción se postula me- 
diaute las expresiones (1.4) y (1.12), en el caso del deslizamiento, se 
deduce de ellas. 


$ 13. Ensayo de materiales a tracción y compresión 


Al resolver los problemas más simples de la tracción y compresión, 
nos encontramos ya con la necesidad de tener ciertos datos experi. 
mentales previos sobre los cuales se pueda basar la teoría e introdu- 
cir así ciertas generalizaciones en el análisis de estructuras concretas. 
Entre estos datos experimentales se encuentra, ante todo, la ley de 
Hooke que ya conocemos. Las características básicas do los materiales 
en este caso son el módulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson 
y. Claro, que estas magnitudes dependen de los propiedades del ma- 
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terial. E y ptopendes. ante todo, del tipo de material y, en cierta 
medida, de las condiciones del tratamiento térmico y mecánico. 

Para la solución do los problemas prácticos, es indispensable tenor 
también las características numéricas de las propiedades de resistencia 
del material. Al estudiar los procesos de doblado y estampado se ne- 
cesitan ciertos exponentes qué caractericen la capacidad del material 
de deformarse plásticamente. En toda una serie de casos se requieren 
datos sobre la capacidad del material de resistir las temperaturas 
altas, de trabajar con cargas variables, etc. 

De acuerdo con lo expuesto, se realizan diversos tipos de ensayos, 
siendo los principales y más difundidos los ensayos a tracción y com- 
presión. Con su ayuda, se consigue obtener las características prin- 
cipales del material de aplicación directa en los cálculos prácticos. 








Paro los ensayos a tracción se emplean probetas especiales que 
en su mayor parte se tornean de barras o se hacen de láminas. La 
particularidad esencial de las probetas es la existencia do lugares 
reforzados que siryen para fijarlas y de una variación paulatina de 
la sección hacia la parte de trabajo, relativamente más estrecha y 
debilitada. En la figura 37 se muestran algunos tipos de probetas. 
La longitud de la parte de trabajo 1, es generalmente 15 veces 
superior al diámetro d. Al medir las deformaciones, se usa solamente 
la parte de esta longitud que no supera diez diámetros. Existen al 
mismo tiempo probetas más cortas, para las cuales lrapya 1O es mayor 
quo 5. En el caso de sección transversal rectangular, so escoge como 
característica que determina la longitud de trabajo 1, el diámetro 
del círculo equivalente d. 

En los ensayos a compresión se emplean probetas cilíndricas cor- 
tas, cuya altura es mayor que las dimensiones de la sección en menos 
de dos veces (fig. 38). En ol caso de gran altura, la compresión de la 
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probeta va acompañada, como regla general, de un pandeo que in- 
fluye sobro los resultados de los ensayos. 

Las dimensiones absolutas de las probetas, tanto en log ensayos 
a tracción como a compresión, dependen de la potencia *-de que dis- 
ponen las máquinas y de las dimensiones de la pieza bruta de la cual 
se preparan las probetas. 





Fig. 38. 


El ensayo a tracción o compresión se realiza en máquinas espe- 
ciales, donde la fuerza se crea, o bien por un peso que actúa sobre 
la probeta mediante todo un sistema de palancas, o por medio de la 
presión hidráulica tresmitida al émbolo.En el primer caso la má- 
quina so Mama de palanca, en el segundo, hidráulica, 





En la figura 39 se representa el esquema de la máquina de ensayo 
de palanca más simple. Del tornillo sin fín 7, a mano o con mando 
eléctrico, gira la rueda dentada 2 que desplaza hacia abajo el tor- 


.P Cuando se habla de la potencia de una máquina de ensayo o de una prensa, 
ss Xone en cuenta, no el trabajo que realiza por unidad de tiempo, sino la fuerza 
máxima que es capaz de desarrollar la máquina. 
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nillo de fuerza 3. En la probeta 4 aparece de esta manera un esfuerzo 
que a través de las palancas 5, 6 y 7 so equilibra con el peso do la 
carga P en ol brazo a. En la palanca 7 existe una graduación on unida- 
des de fuerza aplicada a la probeta. El desplazamiento del peso 
sobre la palanca puede realizarse no solamente a mano, sino también 
automáticamente. 





Fig. 40. 


En la fig.-40 está representado el esquema de una máquina hidráu- 
lica de ensayo de tipo universal, es decir, diseñada para los ensuyos 
a tracción y a compresión. En el espacio interior del cilindro 7, me- 
diante la bomba 2, a presión, se introduce el aceite, elevándose así 
el émbolo 3. En el émbolo se instala el pórtico £, cuya parte superior 
tieno un cierro que fija la probeta 5 que so ensaya a tracción. En el 
caso de compresión la probeta se instala sobre la parte inferior de la 
plataforma. En la figura 40, la probeta para el ensayo a compresión 
está dibujada con línea punteada y va señalada con la cifra 6. El 
pórtico 10 es inmóvil. En la figura 40 su plano convencionalmente se 
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hace coincidir con el del dibujo y el del pórtico 4. El esfuerzo se mide 
con un. manómetro 7, cuya escala indica la fuerza que actúa sobre la 
probeta. Al terminar el ensayo, el aceite, bajo la presión del pórtico 4, 
se desplaza por la llave 8 hacia el recipiente de aceite 9. 

La potencia de las máquinas de ensayo varía entre algunos gra- 
mos (para el ensayo de fibras e hilos) y cientos do toneladas (para 
los ensayos de estructuras grandes). Las máquinas de pequeña poten- 
cia (hasta una tonelada) se hacen generalmente del tipo de palanca, 
Para mayores potencias es preferible el principio hidráulico. 

Durante los ensayos a tracción, la probeta se fija en los cierres 
de la máquina, o mediante cuñas que aprietan automáticamente la 
probeta (fig. 41, a), o mediante casquillos partidos (fig. 41, 5). 








Fig. 4. 





Los cierres en las máquinas se diseñan de tal manera que excluyan la 
inclinación de la probeta y garanticen, dentro de lo posible, la trans- 
misión central del esfuerzo sin flexión suplementaria. En los ensayos 
a compresión la probeta cilíndrica se coloca libremente entre las 
losas paralelas. 

El propósito principal de los ensayos a tracción y compresión 
consiste en la construcción de los diagramas de tracción y compre- 
sión, o sea, la dependencia entre la fuerza que actúa sobre la probeta 
y su alargamiento. En la máquina de palanca la fuerza se mide, o por 
el ángulo de inclinación del péndulo, o por la posición del peso que 
equilibra. En la máquina hidráulica, la magnitud de la fuerza se 
establece por la escala del manómetro graduada debidamente. Para 
la medición a grosso modo de los alargamientos se usan dispositivos 
simples (a menudo de palanca) que fijan el desplazamiento mutuo de 
los cierres de la máquina. Este desplazamiento en el caso de alarga- 
mientos grandes se puede igualar al alargamiento de la probeta. 
Para la medición exacta de pequeños alargamientos se emplean apa- 
ratos especiales denominados tensómetros. Este dispositivo se estable- 
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ce directamente sobre la probeta para fijar el desplazamiento mutuo 
do dos secciones de la parte de trabajo de la probeta. El mecanismo 
y el funcionamiento de algunos tipos de tensómetros será estudiado 
en el capítulo XVI. 

La máquina de ensayo moderna generalmente está provista de 
un dispositivo para obtener automáticamente el diagrama de trac- 
ción — compresión. Esto permite, una vez realizado el ensayo, ob- 
tener en cierta escala la curva P=f(A). 


$ 14. Diagrama de tracción 





Veamos las particularidades esenciales del diagrama de tracción. 
En la figura 42 está representado el diagrama, típico para el 
acero al carbono, del ensayo de la probeta en el sistema de coorde- 
nadas P, Al. La curva obtenida se puede dividir convencionalmente 
en las cuatro zonas siguientes. p, 





ai 


Hg. 42. Fla. 43, 


La zona OA se llama zona de elasticidad. En ella el material se com- 

porta según la ley de Hooke y pa 
Al=>3p- 

En la figura 42 este tramo, para mayor claridad, no está representado 
a escala. Los alargamientos Al en el tramo OA son muy pequeños y si 
la recta OA fueso dibujada a escala, coincidiría con el eje de las or- 
donadas (teniendo en cuenta el espesor del eje). La magnitud de la 
fuerza para la cual es válida la ley de Hooke depende de las dimensio- 
nes de la probeta y de las propiedades físicas del material. En el 
caso de aceros de alta calidad, esta magnitud es más elevada. Para 
metales como el cobre, el aluminio y el plomo es varias veces menor. 

La zona AB se denomina zona de fluencia general y el tramo AB 
del diagrama, escalón de fluencia. Aquí tiene lugar un aumento consi- 
derable de la longitud de la probeta, sin:el aumento apreciable de 
la carga. La. existencia del escalón de fluencia 4B no es caratterís- 
tico para los metales. En la mayoría de los casos, en los ensayos-a 
tracción y compresión, no se observa dicho escalón AB y el diagrama 
de tracción de la probeta es semejante a las curvas representadas en 
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la figura 43. La curva 7 es típica para el aluminio y el cobre recocido, 
la curva 2, para los aceros aleados de alta resistencia. 

La zona BC se denomina zona de endurecimiento. Aquí el alar- 
gamiento de la probeta, va acompañado del correspondiente aumento 
do la carga, pero de manera mucho más lenta (ciento de veces) que 
en el tramo elástico. En la etapa de endurecimiento en la probeta 
se vislumbra el lugar de la futura rotura y comienza a formarse lo 
que generalmente se denomina cuello, estrechamiento local, de la 
probeta (fig. 44). A medida que se tracciona la probeta la sección 


e 


Flg. 44, 


del cuello se reduce rápidamente. Cuando la disminución relativa del 
área de la sección se iguala al aumento relativo de la tensión, la 
fuerza P alcanza su máximo (punto C del diagrama). En adolanto, 
el alargamiento de la probeta transcurre simultáneamente a la dismi- 
nución de la fuerza, a pesar do que 
lo tensión media en la sección trans- P £ 
versal del cuello aumenta. El alar- 
gamiento de la probeta tiene, en 
este caso, un carácter local y, por 
lo tanto, el tramo CD de la curva 
se denomina zona de fluencia local. 
El punto D corresponde a la rotura 
de la probeta. En el caso do muchos 2 
materiales la rotura ocurre sin la 
aparición apreciable del cuello. 

Si la probeta que se ensaya no 
se lleva hasta la rotura y se descarga 
(punto K de la figura 45), entonces durante el proceso de descarga, 
la dependencia entre la fuerza P y el alargamiento Al se representará 
por la recta KL (fig. 45). El ensayo demuestra que esta recta es para= 
lela a 04, Al descargar la probeta no desaparece completamente el 
alargamiento, sino que disminuye sólo en una magnitud igual a la 
parte elástica del alargamiento (segmento LM). El segmento OL 
representa el alargamiento residual y se denomina éste, alargamien to 
plástico. Su correspondiente deformación se llama deformación 
plástica. Así pues, 











Fig. 45, 


OM = Bless + Alves 
y de acuerdo con esto, 


Laja + Pron 
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Si la probeta fue cargada previamente dentro de los límites co- 
rrespondientes al tramo OA y descargada después, entonces la defor- 
mación será puramente elástica y Al,.¿=0. 

Al cargarla de nuevo, el diagrama de tracci por la recta LI 
y después según la curva KCD (fig. 45), como si no existiese des- 
carga intermedia alguna. 

Supongamos ahora que disponemos de dos probetas idénticas, de 
un mismo meterial y que una de ellas no se sometió a carga pre- 
viamente mientras que la otra sí y recibió deformaciones residuales. 

Al ensayar la primera de las probetas, obtendremos el diagrama 
de tracción OABCD representado en la figura 46, a. Al ensayar la 








Flg. 46, 


segunda, las deformaciones se medirán ya, claro está, a partir del 
estado sin carga y el alargamiento residual OL no se tendrá pues en 
consideración. Como resultado, obtenemos un diagrama más corto 
LKCD (fig. 46, b). El segmento MK corresponde a la fuerza con que 
fue cargada la probeta previamente. Así pues, el aspecto del diagrama 
para un mismo material depende del grado de estiramiento inicial 
y la propia solicitación aparece aquí como una operación tecnológica 
previa. Es muy importante el hecho de que el segmento LX (fig. 46, a) 
resulta mayor que OA. Esto demuestra que, como resultado del es- 
tiramiento inicial del material, éste requiere la capacidad de resistir 
mayores cargas sin recibir deformaciones residuales. 

El fenómeno que consiste en el mejoraiiento de las propiedades 
elásticas del material como resultado de las deformaciones plásticas 
previas, se denomina endurecimiento por deformación en frío y se 
emplea ampliamente en la técnica. 

Por ejemplo, para que el cobre en placas o el latón adquiera pro- 
piedades elásticas, se lamina este en frío entre rodillos. Las cadenas, 
cables y correas se someten a menudo a un estiramiento previo por 
fuerzas superiores a las de trabajo para que en adelante no surjan 
alargamientos residuales. En algunos casos, el endurecimiento. por 
deformación en frío no es deseable como, por ejemplo, durante el 
estampado de muchas piezas de paredes delgadas. En este caso, para 
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que no se rompa la lámina, el estiramiento se hace en forma escalo- 
nada. Antes de realizar la siguiente operación de estiramiento, la 
pieza se somete a un recocido que elimina el endurecimiento. 


8 15, Mecanismo de las deformaciones 


Hasta ahora, al hablar de los ensayos de tracción de la pro- 
bota, nos ocupábamos solamente del: aspecto exterior del fonómeno, 
sin profundizar en los procesos interiores que ocurren en el material, 
Al carácter de la variación de la fuerza P en función de Al se le puede 
dar también una interpretación física, si partimos de la composición 
molecular del sólido. 

Como se sabe, los cuerpos sólidos se dividen en amorfos y crista- 
linos. En los primeros, el diagrama de tracción no tiene carácter 
estable, sino que depende sensiblemente del tiempo de acción de las 
fuerzas y el propio material se comporta, hasta cierto punto, como 
un líquido viscoso. Debido a esto, nos detenemos solamente en el 
mecanismo de la deformación de los metales. 

Todos los metales, en el estado en que se emplean en la construc- 
ción de máquinas, tienen estructura policristalina, es decir, están 
constituidos por una inmensidad de pequeños cristales situados caó- 
ticamente en volumen del metal. En algunos casos, los cristales tie- 
nen cierta orientación que estadísticamente prevalece y que dependo 
del carácter de la teznología (laminado, estirado). Dentro de los 
cristales, los átomos del metal se sitúan en cierto orden, formando 
una red espacial regular. El sistema de disposición de los átomos 
depende de sus propiedades y depende también de las condiciones 
físicas de la cristalización. 

Entre los átomos de la red cristalina existen fuerzas de interao- 
ción constantes. Cuando la distancia entre dos átomos es grande, 
estos se atraen, en el caso de pequeñas distancias, las fuerzas son 
de ropulsión. El sistema de cristalización propia dol metal dado se 
determina por estas fuerzas y por las leyes que las regulan en las 
distintas direcciones. En el caso de un cristal libre de cargas, este 
sistema de fuerzas es tan determinado como la propia disposición de 
los átomos. 

Bajo la acción de las fuerzas, los átomos de la red cristalina reciben 
desplazamientos mutuos, variando así las fuerzas de interacción. 
La dependencia que existe entre las fuerzas de interacción y los des- 
plazamientos tiene un carácter funcional complicado. Sin embargo, 
cuando se trata de desplazamientos pequeños, esta dependencia se 
puede considerar lineal. Los desplazamientos que aparecen en la 
red cristalina en las distintas direcciones y corresponden a un conjunto 
caótico de cristales crean, de una manera integral, la relación de 
proporcionalidad entre los desplazamientos de los puntos del sólido 
y las cargas exteriores, lo que se expresa por la ley de Hooke. 
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Al eliminar las fuerzas exteriores, los átomos ocupan de nuevo 
la en -la red cristalina y se restablecen 
jones geométricas del cuerpo. Así se explica 
la propiedad de elasticidad. 

Analizamos ahora el proceso de aparición de las, deformaciones 
plásticas. Los ensayos demuestran que la aparición de las deforma- 
ciones plásticas está relacionada con los desplazamientos originados 
por los deslizamientos en la red cristalina. Una comprobación clara de 
esto nos la da, en particular, la observación de la superf 
probeta pulida y sometida a tracción. En la zona de fluencia general 
y de consolidación del material, es decir, cuando surgen deformacio- 
nes plásticas apreciables, la superficie de la probeta so cubre de todo 
un sistema de líneas finas o, como se las llama, de franjas de desliza- 
miento (fig 47). Estas líneas tienen cierta dirección que prevalece 
y que forma un ángulo de cerca de 45* con el eje de 















la barra y, prácticamente, coincide con los planos 
de las tensiones tangenciales máximas. 





Flg. 47. Fig. 48, Flg. 49. 


Como resultado de los deslizamientos en los planos inclinados, 
la barra se alarga. El mecanismo de la formación de este alargamiento 
está representado esquemáticamente en la figura 48. El cuadro real 
es más complicado, puesto que tiene un carácter espacial y el des- 
lizamiento ocurre no solamente en un conjunto de planos paralelos, 
como se indica en el dibujo, sino en todos los planos que forman 
un ángulo de cerca de 45” con el eje de la barra. 

Dentro de los límites de un solo cristal la formación de las de- 
formaciones. plásticas ocurre como. resultado del desplazamiento de 
una parte del cristal en cierto plano un número entero de elementos 
de la red cristalina (plano 44 en la figura 49). La deformación plás- 
tica mínima corresponde al desplazamiento igual a un elemento de la 
red. Esto es una especie de cuanto de la deformación plástica. Como 
resultado de tal desplazamiento cada átomo anterior ocupará el 
lugar del átomo posterior y todos los átomos ocuparán los lugares pro- 
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pios de la estructura cristalina dada. Por lo tanto, el cristal mantieno 
sus propiedades, cambiando solamente su configuración exterior. 

Supongamos que el desplazamiento de los átomos. durante el 
deslizamiento ocurre simultáneamente en todo el plano A4 (fig. 49) 
y veamos el orden del valor de las tensiones tangonciales necesarias 
para que en el cristal aparezcan deformaciones plásticas. Está claro, 
que la componente tangencial de las fuerzas de interacción, sobre el 
plano AA, durante el deslizamiento, varía en función del desp laza- 
Pp mutuo de las partes del cristal según cierta ley periódica 

ig, 50). 

Mientras el desplazamiento mutuo u es menor que la mitad de la 

distancia entre los átomos a/2, las fuerzas de adherencia se oponen al 


max 


Flg. 50. 


eslizamiento. Sin embargo, una vez superada esta distancia, las 
fuerzas de interacción contribuirán al desplazamiento posterior de 
la red hacia una nueva posición establo de equilibrio. Así pues, 


cuando u==3, la tensión + varía de signo. Consideremos que t 


varía según la sinusoido 1=Tx sen 23 , donde Ts, representa 
la tensión después de la cual surgen las deformaciones plásticas. 
Cuando el desplazamiento u es pequeño, 
Zu 2nu 
e, 
obteniendo así la proporcionalidad directa correspondiente a la 
loy Hooko 





2nu 
Tomar 





Pero como +=y y 1=Gy obtendremos, Ta => 


Al traccionar la barra, las tensiones tangenciales máximas apa- 
recerán en los planos inclinados 45* respecto al ejo de la probeta y 


serán iguales a 0/2. Suponiendo que G=37 , obtendremos Oy =5 7 + 


Así pues, es de esperar que la barra en la tracción es capaz de 
resistir tensiones del orden de una décima de la magnitud del mó- 
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dulo de elasticidad E, sin que surjan deformaciones plásticas. Sin 
embargo, los ensayos demuestran que esta valoración no es correcta. 
En realidad, las deformaciones plásticas comienzan a desarrollarse 
en los cristales para tensiones cientos de veces menores que las que 
se esperan. 

El error esencial cometido más arriba lo constituye la suposición 
de que el desplazamiento de los átomos durante el deslizamiento ocn- 
rre en todo el plano al mismo tiempo. En realidad, ol paso de los áto- 
mos a los lugares vecinos va acompañado de aberraciones locales 
de la estructura que se denominan dislocaciones y se trasmiten como 
una onda a lo largo del plano en función del tiempo. 

En la figura 51 está representado el esquema más simple do la así 
lamáda dislocación de borde que se caracteriza por la existencia de un 





Flg. Sl. 


semiplano vertical superfluo de átomos en la parte superior del cris- 
tel. Una vez que la dislocación recorra todo el cristal de [aquierde 
a derecha (fig. 54), variará la forma del cristal, aunque la estructura 
permanezca inaltorada. 

En la figuro 52 está dado el modelo de burbujas del plano 
atómico que contieno dislocación. Para observar mejor se debe mirar 
la fotografía bajo un ángulo pequeño, girándola 30* hacia la derecha 
o hacia la izquierda. 

El desplazamiento do la dislocación a través del cristal es seme- 
jante al movimiento del pliegue en la alfombra que cuando recorre 
toda la alfombra, esta última recibe cierto desplazamiento. La fuerza 
necesaria para el desplazamiento del pliegue es sensiblemente menor 
que la necesaria para mover toda la alfombra. 

El paso del átomo a un nuevo lugar va acompañado de efectos 
dinámicos. El átomo adquiere cierta energía cinética y realiza un 
movimiento oscilatorio alrededor de la nueva posición de equilibrio. 
Por lo tanto, tieno lugar cierta radiación de calor, resultando que la 
probeta se calienta sensiblemente en el proceso de las deformaciones 
plásticas. 

La formación de las deformaciones plásticas en los metales co- 
mienza ya para cargas relativamente pequeñas. Entre la inmensidad 
de cristales situados ceóticamente, siempre se encuentran algunos 
de orientación desfavorable, con defectos interiores, lo que hace 
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posible la aparición de variaciones plásticas incluso para cargas rela- 
tivamente pequeñas y dentro de la zona elástica. El número de cris- 
tales de este tipo no es grande y las deformaciones plásticas locales 
no influyen sensiblemente sobre la dependencia lineal general entro 
la fuerza y el desplazamiento que es propia de la primera etapa de 
solicitación de la probeta. 

En el caso de fuerzas suficientemente grandes las detormaciones 
plásticas prevalecen ya en la probeta. Los deslizamientos irreversi- 








Flg. 52. 





bles ocurren en la mayoría de los cristales en los planos más débiles, 
sobre todo si éstos tienen una orientación semejante a la de los pla- 
nos de las tensiones tangenciales máximas de la probeta. Esto en- 
cuentra su expresión en la formación de las franjas de deslizamiento. 
Al traccionar la probeta los cristales vecinos actúan unos sobre 
otros y como consecuencia, los desplazamientos plásticos que se desa- 
rrollan en un cristal no pueden crecer indefinidamente puesto que 
resultan bloqueados por los cristales vecinos de orientación más 
favorable. Así se explica la existencia de la zona de consolidación 
del material y cierto aumento de la fuerza de tracción durante las 
deformaciones plásticas. Así pues, durante el proceso de endureci- 
miento por deformación en frío ocurre, mos, la liquidación 
de los puntos débiles en los cristales de orientación menos favorable. 
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Al aplicar a la probeta la carga exterior, en los cristales surgen 
ciertos desplazamientos de los átomos, no solamente en un número 
entero de posiciones, sino que se mantiene también cierta deforma- 
ción de la red cristalina. Es decir, junto a la deformación plástica 
existe también la deformación elástica. Durante la descarga, la 
forma de la red deformada so recupera, es decir, desaparece la de- 
formación elástica, mientras que la deformación plástica, claro está, 
no desaparece. 

Tiene importancia el hecho de que el proceso de desaparición 
de la deformación elástica transcurre por las mismas leyes de varia- 
ción de las fuerzas intercristalinas que en la etapa inicial de la carga 
de la probeta. Es por esto que la recta de la descarga KL (fig. 45) 
es paralela a la recta correspondiente a la carga inicial OA 

Cuando los esfuerzos de tracción son considerables, las deforma- 
ciones plásticas conducen a la destrucción de las ligaduras entre los 
cristales y los átomos, destruyéndose así la probeta. El mecanismo 
de la destrucción está poco estudiado por ahora y no existe una 
teoría que sea admitida por todos. 

Es importante observar que la descripción anterior sobre el ori- 
gen de las deformaciones plásticas conserva sus peculiaridades cua- 
litativas para los cuerpos de cualquier forma independientemente 
de las leyes de distribución de las fuerzas exteriores. Por eso, la de- 
pendencia lineal entre los desplazamientos y las fuerzas es propia, 
dentro de ciertos límites, no sólo de la probeta traccionada, sino, como 
regla general, también de cualquier estructura compleja. Lo mismo 
se puede decir sobre la ley de la descarga. En.el diagrama del ensayo 
de la estructura la recta de la descarga es paralela a la de la solicita- 
ción inicial. 

Pasemos ahora a las características mecánicas numéricas que se 
determinan de los ensayos de los materiales a tracción y compresión. 


$ 16. Propiedades mecánicas esenciales del material 


Para dar una valoración cuantitativa a las propiedades del ma- 
terial expuestas anteriormente, construimos de nuevo ol diagrama 
de tracción P=f(A l), pero en el sistema de coordenadas 0-y e. 
Para ello, dividimos por F las ordenadas y por 1 las abscisas, 
siendo F y l, respectivamente, el área de la sección transversal y la 
longitud de trabajo de la- probeta antes de ser cargada. Puesto que 
estas magnitudes son constantes, el diagrama o=/(e) (fig. 53) tendrá 
el mismo aspecto que el diagrama de tracción, pero caractorizará 
yo. no las propiedades de la probeta, sino las del material. 

Destaquemos los puntos característicos del diagrama y las dofi- 
nicionés de las magnitudes numéricas correspondientes a ellos. 

La tensión máximo hasta: la cual el material sigue la ley, de Hooke 
se de :omina límite de proporcionalidad (5,). 

Le magnitud del límite de proporcionalidad depende de la exac- 
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titud con que el tramo original del diagrama se pueda: considerar 
recto. El grado de desviación de la curva o=/(+) de la recta o=Ee se 
determina por el ángulo que forma la tangente al diagrama con el 
eje.a. Dentro de los límites de la ley de Hooke, la tangente de- este 
ángulo so dotermina por 1/£. Generalmente se considera que si 
de/do resultó un 50% mayor que 1/£, entonces se alcanza'el límite 
de proporcionalidad. 

Las propiedades elásticas del material se mantienen hasta la 
tensión denominada límite de elasticidad. Se entiende por límite de 
elasticidad (0,) la tensión mázima hasta la cual el material no'recibe 
deformaciones residuales. 








Para obtener ol límite de elasticidad es necesario, después de 
cada carga suplementaria, descargar la probota y analizar, sí han 
surgido deformaciones residuales o no. Como las deformaciones plás- 
ticas en ciertos cristales aparecen ya al principio de la solicitación, 
está claro que la magnitud del límite de elasticidad, como la del 
límito de proporcionalidad, depende de la exactitud que se exigo 
a las mediciones. Generalmente, la deformación residual correspon- 
diente al límite de olasticidad se considera aproximadamente igual 
a tj =(1-+5) 10->, es decir, 0,0010,005%. De acuerdo con esta 
tolerancia, el límite de elasticidad se designa por 0001 Ó V,s0y» 

El límite de elasticidad y el límite de proporcionalidad son muy 
difíciles do obtener y cambian bruscamente do valor según la tole- 
rancia convencional del ángulo de inclinación de la tangente y de 
la deformación residual. Por eso, las magnitudes de 0, y 0, no figuran 
en los manuales donde están dadas las propiedades de los materiales. 

La característica siguiente, mejor determinada, es el límite de 
fluencia. Se entiende por límite de fluencia la tensión bajo la cual 
tiene lugar.el aumento de las deformaciones sin un aumento aprectable 
de lacarga. Cuando en el diagrama no aparece bien definido el escalón 
de fluencia, so entiendo por límite de fluencia, convencionalmente, la 
tensión para la cual la deformación residual constituye eyp=0,002 6 
0,2% (fig. 54). En algunos casos se establece el límite 2,2 =0,5%. 








. 
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ional de fluencia se anota por 0,, y 0),, según 
la de la tolerancia de la deformación residual. 
El subíndice 0,2 generalmente se omite en las notaciones del Jí- 
mite de fluencia. Si es necesario distinguir el límite de fluencia a la 
tracción del límite correspondiente a la compresión, en la notación 
se introduce el subíndice suplementario «t» Ó «c», según se trate de 
la tracción o de la compresión. Así pues, para el límito de fluencia 
se obtienen las notaciones Op Y Oj. 

El límito de fluencia se obtiene fácilmente y constituyo una de 
las características mecánicas del material fundamentales. 

La razón entre la fuerza mázima que es capaz de resistir la probeta 
y el área inicial de la sección transversal se denomina límite de rotura 
y se denota por ay (en el caso de compresión 0,.). 

Es importante advertir que 0, no coincide con la tensión que 
surge en el momento de la rotura de la probeta. Si so refiero la fuerza 
de tracción no al área original de la sección de la probeta, sino a la 
sección mínima en el momento dado, entonces se podrá observar que 
la tensión media* en la sección más estrecha, instantes antes de la 
rotura, es mucho mayor que 0¿. Así pues, el límite de resistencia 
es también una magnitud convencional, pero que debido a la senci- 
Mez de su determinación se introdujo sólidamente en la práctica 
como la característica fundamental relativa de las propiedades do 
resistencia del material. 

Los valores de 04 y 0, para algunos materiales de uso más 
frecuente están dados en la tabla 1 en kgf/cm*. 

En los ensayos a tracción se determina otra característica más 
del material, que es el así denominado, alargamiento de rotura 6%. 

El alargamiento en el momento de la rotura es el valor medio de la 
deformación residual que se desarrolla en el momento de la rotura y que 
se mide sobre una longitud sestándard» de la probeta. La determinación 
de 6% se lleva a cabo de la manera siguiente. 

Antes del ensayo, en la superficie de la probeta so hace una serie 
de marcas que dividen la longitud de trabajo en partes iguales. Una 
vez ensayada y rota la probeta, se juntan las dos partes (fig. 55). 
Después, por medio de las marcas hechas, y partiendo de la sección de 
rotura, hacia la derecha y hacia la izquierda, se marcan dos tramos 
que tenfán antes del ensayo 5d de longitud cada una (fig. 55). 
Así se determina el alargamiénto medio correspondiente a la longi- 
tud destándard» /,=10d. En algunos casos l, se considera igual a 5d: 

El alargamiento correspondiente a la rotura será, 

















* En la zona del cuello la tensión en la sección transversal de la probeta se 
distribuye, hablando rigurosamente, de manera no uniforme. 
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Material Sn 

Acero suave 2500| 2500 3900 =|2 2,0-104 

Acero 30 no templado [33200] 3300 | 5300 | — | 28 2,0-108 

Acero 30 templado 10300] 9000 [11000 | — | 41 20-108 

Acero 45 no templado |3700| 3700 | 620 [| — | 2 2,0-40* 

Acero 45 templado to400| 9700 [1080 | — | 13 20.10% 

Acero Y8 no templado |2500| 4300 | 6300 | — | 25 2,0-10% 

Acero Y8 templado 7000| 7000 [11000 | — | 16 2,0-109 

Acero 30 XICA templado|14000| 14000 | 16200 | — | 10 2,0-108 

Acero 40 XHB templado/17200| 24000 | 20500 | — | 40 2,0-404 

Fundición gris C428 1400| 3100 | 150 [640 | 0,0 [|0,7.10* 

Titanio técnico 5200| 5200 | 600 | — | 23 1,4408 

Cobre recocido 550] 550 2200 - | 1,1,10% 

Cobre en barras 2500| 2500 | 320 | — | 15 1,1:10% 

Latón 3300| 3300 | 450 | — | 17 1,2-404 

Bronce 1100] 1100 | 1360 | — | 7.5 [41,240 

Aluminio 500| 500 sw |— | 3 0,7-10 

Duraluminio 3400| 3400 | 540 | — | 43 0,75-10% 
Textol 750| 1150 | 1270 [reso] 4,5 |0,03.10% 
— 


Las deformaciones se distribuyen a lo largo de la probeta de 
manera no uniforme. Si se midiese la longitud de los tramos entro 





Flg. 55. 


dos marcas consecutivas, se podría construir el diagrama de las de- 
formaciones residuales representado en la figura 55. El alargamiento 
máximo aparece en el lugar de rotura y se denomina generalmente 
alargamiento real de rotura. 
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El diagrama de tracción que se construye considerando la dis- 
minución del área F y el aumento local de la deformación se denomina 
diagrama real de tracción (véase la curva OC'D' de la figura 56). 


La construcción del diagrama real de tracción resulta indispensable para el 
análisis teórico de la operación de estampado profundo, á la 
solución de problemas relacionados con el surgimiento de 
nes. La construcción de este diagrama so realiza por métodos aproximados. 









Flg. 56, 


Veamos uno de ellos. So determinan primeramente las coordonadas Oyes1 Y 
dol puoto D”, del punto real de rotura (fig. 50). Es evidente que 





P, 
Or 


Fe 


siendo F4, ol área de la sección transversal dol cuello después do la rotura, que so 
termina fácilmente, midiendo la probeta rota. Pp es la magnitud de la fuerza 
iracción en el momento de la rotura (punto D del diagrama). 

El valor do €yes) se determina con facilidad do la condición de igualdad de 
Jos volúmenes del ¡lateral antes y después del ensayo. Corca del lugar de rotura, 
la unidad de longitud de la probeta tenía antes del ensayo un volumen de F+1, 
después de la rotura el volumon será F¿(1-+*zeay), es decir, 





PF real 
de donde se obtieno, 
F 
th 
La abscisa del punto D” será, 
p= 1 +2gas, 


Por el punto D”, obtenido como so indicó antoriormente, se traza después 
lo tangento D'C' a la curva OD. En el tramo OC” el diagrama común coincide con 
el diagrama real, ya que el cuello de la probeta no so ha formado aún. En el caso 
de grandes deformaciones se considera dlagrama reel la roctá CD”. En lugar de la 
recta C'D' se hubiese podido trazar también, y con la misma exa itud, una lí 
oa curva que varíe paulatinamente y que sea tangente a la curva OD. 
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La capacidad del material de permitir grandes deformaciones 
residuales sin romperse se denomina plasticidad. Esta propiedad tiene 
una importancia decisiva para las operaciones tecnológicas como 
el estampado, el estirado, el trefilado, el doblado y otras. Se considera 
como medida de la plasticidad el alargamiento $ en el momento de la 
rotura. Cuanto mayor sea 5 tanto más plástico será el material. El 
cobre recocido, el aluminio, el latón, el acero suave y otros son mate- 
riales muy plásticos. Menos plásticos son el duraluminio y el bronce, 
Muchos aceros aleados son de poca plasticidad. 

La fragilidad es una propiedad opuesta a la plasticidad, y con- 
siste en la capacidad del material de destruirse sin deformaciones 
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residuales apreciables. Los materiales que tienen esta propiedad se 
llaman materiales frágiles. En estos materiales el alargamiento en 
la rotura no supera ol 2--5% y, en toda una serie de casos, es del orden 
de centésimos de por ciento. Son materiales frágiles el hierro fundido, 
el acero de herramientas de alto carbono, el vidrio, el ladrillo, la 
piedra, etc. El diagrama do tracción de los materiales frágiles carece 
de escalón de fluencia y de la zona de consolidación (fig. 57). 

Es completamente distinto también el comportamiento de los 
materiales plásticos y frágiles durante los ensayos a compresión. 
Como se ha dicho ya, el ensayo a compresión se realiza con probotas 
cortas cilíndricas que se sitúan entre las losas paralelas. En el caso 
de acero suave, el diagrama de compresión de la probeta tiene el mis- 
mo carácter que el representado en la figura 58. En este caso, como 
en el caso de tracción, aparece el escalón de fluencia con el paso su- 
cesivo a la zona de consolidación. En «delante la carga no disminuye, 
como en el caso de tracción, sino que aumenta bruscamente, Esto ocu- 
rre como resultado del aumento del área de la sección transversal de 
la probeta comprimida. La probeta, debido a la fricción en los extre- 
mos, adquiere la forma de un tonel (fig. 59). Resulta prácticamente 
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imposible levar hasta la rotura una probeta de material plástico. 
El cilindro sometido al ensayo se comprime hasta convertirse en un 
disco fino (fig. 59) y el ensayo sucesivo está limitado únicamente por 
las posibilidades de la máquina. Por eso, el límite de resistencia a la 
compresión de estos materiales no se puede determinar (véase la ta- 
bla 1). 

De otra manera se comportan en los ensayos a compresión los 
materiales frágiles. El diagrama de compresión de estos materiales 
conserva las mismas particularidades cualitativas que el diagrama 
de tracción (fig. 57). El límite de resistencia a compresión de un 
material frágil se determina por el mismo procedimiento que en el 
caso de tracción. La destrucción de la probeta ocurre cuando apare- 
con griotas en los planos inclinados o longitudinales (fig. 60). 








Flg. 60. 


La comparación del límite de resistencia a tracción de los mate- 
riales frágiles o, con el de compresión 0,. demuestra que estos mate- 
riales, como regla general, tienen mayor resistencia a compresión 
que a tracción. La magnitud 








en el caso dol hierro fundido oscila entre los límites 0,2-;-0,4. En el 
caso de materiales cerámicos, k=0,1--0,2, 

La comparación de las características de resistencia de los ma- 
toriales plásticos a-tracción y compresión se lleva a cabo por el lí- 
mite de fluencia (04 y 0;¿). Generalmente se considera que 040; 

Existen materiales que son capaces de resistir a tracción mayores 
cargas que a compresión. Estos son generalmente materiales de es- 
tructura fibrosa como la madera y algunos tipos de plásticos. Esto 
es propio también de. algunos metales como, por ejemplo, el magnesio. 

La división de los materiales en plásticos y frágiles es convencio- 
nal y no solamente porque entre unos y otros-no existe un límite bien 
definido de 6. Según sean las condiciones del ensayo, muchos mate- 
riales frágiles son capaces de comportarse como plásticos y viceversa. 
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Por ejemplo, cuando se ensaya una probeta de hierro- fundido a 
tracción en condiciones de grandes presiones. (p>4 000 atm) ésta, 
al destruirse, forma el cuello. Muchos minerales quese encuentran 
bajo grandes presiones debidas a las capas superiores, durante los 
deslizamientos de la corteza terrestre, sufren deformaciones plásticas. 
La probeta de un material plástico cuando tiene una ra- 
nura- circular (fig. 61), al ser traccionada, sufre una ro- 
tura frágil, debido a que en la sección debilitada so -difi- 
culta la formación de las deformaciones plásticas de des- 
lizamiento en los planos inclinados. 

Tiene gran influencia sobre la manifestación de las 
propiedades plásticas y frágiles el tiempo que dura el 
proceso de carga y el factor de temperatura. Cuando se tra- 
la de cargas rápidas se manifiesta acentuadamente la. pro- 
piedad de fragilidad, en caso de cargas lentas de larga 
duración, la propiedad de plasticidad. Por ejemplo, el 
vidrio frágil sometido a una carga de larga duración y a 
temperatura normal es capaz de recibir deformaciones re: fig, 61, 
siduales, mientras que los materiales plásticos como el 
acero suave si se someten a cargas bruscas de impacto manifiestan pro- 
piedades frágiles. 

Una de las operaciones tecnológicas básicas que permite variar 
en el sentido deseable las propiedades del material es el tratamiento 
térmico. De los datos que figuran en la tabla 1 se desprende, por ejem- 
plo, que el temple eleva súbitamente las característi de resistencia 
del acero, disminuyendo al mismo tiempo las propiedades plásticas. 
Para la mayoría de los materiales que se emplean ampliemente en 
la construcción de máquinas se conocen bien los regímenes de tra- 
tamiento térmico que garantizan la obtención de las propiedades 
mecánicas necesarias del material. 

El ensayo de los materiales a tracción y compresión nos da una 
valoración objetiva de las propiedades del material. Sin embargo, 
en la producción, para el control operativo de la calidad de las pie- 
zas elaboradas, este método presenta en algunos casos ciertas inco- 
modidades. Por ejemplo, mediante los ensayos a tracción y compre- 
sión es difícil controlar la regularidad del tratamiento térmico de las 
piezas fabricadas. Para este tipo de control sería necesario preparar 
algunas probetas «testigos» de cada grupo de piezas que pasasen todas 
las etapas del tratamiento térmico junto con las piezas y después 
ensayar estas probetas a tracción o compresión, para obtener de 
esta forma las características mecánicas de las piezas fabricadas. 
Este método sobrecargaría seriamente la producción perjudicando 
así a la operatividad del control. 

Prácticamente en la mayoría de los casos se recurre a una valo- 
ración relativa de las propiedades del material mediante la determi- 
nación de la dureza. 
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Se entiende por dureza la capacidad del material de oponerse a 
la penetración mecánica en él de cuerpos ajenos. Está claro que esta 
definición de la dureza repite, de hecho, la definición de las propie- 
dades de resistencia. Durante la penetración de un cuerpo agudo, en 
el material aparecen deformaciones plásticas locales que van acom- 
pañadas, al aumentar la carga, de destrucciones locales. Por eso, 
el exponente de la dureza está relacionado con los exponentes de la 
resistencia y la plasticidad y depende de las condiciones concretas 
del desarrollo del ensayo. 

Los ensayos más difundidos son los de Brínell y Rockwell. En el 
primero, en la suporficio de la pieza que se estudia penetra una bola 
de acero de 10 mm de diámetro, en el segundo, la punta aguda de un 
pedazo de diamanto. Por las dimensiones de la huella obtenida se 
juzga sobre la dureza del material. El laboratorio de ensayos dispone 
generalmente de tablas obtenidas exprerimentalmente que permiten, 
de manera aproximada, determinar el límite de resistencia del mate- 
rial en función del exponente de dureza. De esta manera se consigue, 
sin destruir la pieza, determinar las características de la resistencia 
del material. 
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Todo lo expuesto anteriormente sobre las propiedades de los ma- 
teriales se refería a los ensayos realizados en condiciones normales, 
es decir, a temperatura de 20*C y con velocidades de variación de las 
cargas y los alargamientos relativamente pequeños, que se observan 
en las máquinas de ensayo comunes. Se entiende por velocidad normal 
de deformación la magnitud 

de 
de 

Los límites de variación de las temperaturas, dentro de los cuales 
trebajan los materiales de construcción sobrepasan en mucho las con- 
diciones normales indicadas. Existen estructuras donde el material 
se encuentra bajo temperaturas muy «altas como, por ejemplo, en 
las paredes de las cámaras de los motores a reacción y cohetes. Exis- 
ten también estructuras donde, por el contrario, las temperaturas do 
trabajo son muy bajas, por ejemplo, en los elementos de las instala- 
ciones de refrigeración y tanques que contienen gases líquidos. 

Varían también, entre amplios límites, la velocidad de solicita- 
ción y el tiempo de acción de las fuerzas exteriores. Existen cargas 
que varían muy lentamente y otras de variación rápida, unas actúan 
durante años y otras cuya duración se mide en millonésimas de segun- 
do. 


ás 1 
0,01 +37 - 





$18. Influencia de temperatura y tempo E] 





Claro está que las propiedades mecánicas del material se mani- 
fiestan de manera diferente según sean las condiciones indicadas. 

El análisis general de las propiedades del material que tenga en 
cuenta la temperatura y el tiempo de duración, resulta muy compli- 
cado y no puede ser ubicado dentro de las curvas experimentales 
simples semejantes a los diagramas de tracción. La dependencia fun- 
cional entre los cuatro parámetros, a, e, temperatura £* y el tiempo t, 


1(0, e, £, )=0 


no es unívoca y contiene, de forma compleja, relaciones integrales 
y diferenciales entre las magnitudes que en ella figuran. 

Como no se puede dar en forma general, analítica o gráfica, la 
función indicada, la influencia de la temperatura y el factor de tiempo 
se considera, por ahora, solamente en tipos concretos de problemas. 
La división en grupos se realiza fundamentalmente en función de los 
tipos de las cargas exteriores. Se distinguen cargas de lenta va- 
riación, de variación rápida y de variación ultrarrápida. 

Las básicas que generalmente se estudian en la resistencia de 
materiales son las de variación lenta (cargas estáticas). La velocidad 
de la variación de estas cargas en función del tiempo es tan pequeña, 
que la energía cinética que reciben las partículas del cuerpo defor- 
mado constituye una parte insignificante del trabajo de las fuerzas 
exteriores. Es decir, el trabajo de las fuerzas exteriores se transforme 
exclusivamente en energía potencial elástica y en energía térmica 
irreversible relacionada con las deformaciones plásticas del sólido, 
El ensayo de los materiales en las condiciones denominadas normales 
tiene lugar bajo la acción de cargas estáticas. 

Si efectuamos los ensayos a tracción a distintas temperaturas, 
mantoniéndonos dentro de las velocidades normales de deformación 
(F=0,01+3 5) se podrá, dentro de ciertos límites, obtener 
la dependencia entre las características mecánicas y la temperatura. 
Esta dependencia está determinada por la variación térmica de las 
ligaduras dentro de los cristales y entre ellos y, en algunos casos, 
por los cambios estructurales del propio material. 

En la figura 62 está representada la dependencia entre la tempo- 
ratura y el módulo de elasticidad £, el límite de fluencia Op, el 
límite de rotura 0,, y el alargamiento correspondiente a la rotura Ó, 
para el caso del acero suave cuando la temperatura varía de 0 a 
500? C. Como se puede observar de estas curvas, el módulo de elas- 
tícidad no varía prácticamente cuando la temperatura permaneco 
por debajo de 300* C. Los valores de o, y sobre todo 5 varían mucho 
más. Tiene lugar lo que se llama «fragilización», del acero, es decir, 
que el alargamiento en el momento de la rotura disminuye. Después, 
al aumentar la temperatura, se restablecen las propiedades plásticas 
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del acero, mientras que las propiedades de resistencia disminuyen 
rápidamente. 

El fenómeno de «fragilización» a temperaturas altas es propio prin- 
cipalmente del acero suave. Los aceros aleados y las aleaciones de 
metales no ferrosos al aumentar la temperatura, manifiestan gene- 
ralmente un crecimiento monótono de $ y una disminución, monótona 
también de 04 y Oy. En la figura 63 están representadas las respecti- 

vas curvas para el acero al cromo- 

e kol/mmz Efglmmt manganeso, acero marca 30 XI'CA, 
40; 0% Cuanto mayor son la temporatu- 
ra, más difícil será la determinación 
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Fig. 62. Fig. 63. 


de las características mecánicas del material. Esto ocurre no sólo por 
el hecho de que se complica la técnica del ensayo, sino también por- 
que las propias características se hacen menos determinadas, En las 
solicitacionos estáticas, a partir de ciertas lemperaluras, aumen- 
ta bruscamente la influencia del factor tiempo. Para unos materiales 
esto ocurre a temperaturas bajas, para otros, a temperaturas más 
altas. La influencia del factor tiempo se observa también a tempera- 
turas normales. Sin embargo, en el caso de los metales se puedo pros- 
cindir de esta influencia. Cuando se trata de algunos materiales de 
procedencia orgánica, incluso en el caso de bajas temperaturas, 
la duración del proceso de carga y de ensayo influye seriamente 
sobre: las magnitudes do las características que se determinan. 

La variación de las deformaciones y las tensiones, que surgen 
en la pieza solicitada por carga, en función del tiempo, se denomina 
fluencia plástica. 

Un caso paticular de la misma lo constituyo el crocimiento de las 
deformaciones irreversibles para tensiones constantes, Este fenó- 
meno se denomina tiempo de efecto. Como ilustración clara de este 
fenómeno puede servir el aumento que se observa de las dimensiones 
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del disco y de las paletas de una turbina de gás que se encuentran 
bajo la acción de grandes fuerzas centrífugas y de altas temperaturas, 
Esto aumento de las dimensiones es irreversible y se manifiesta gene- 
ralmente después de muchas horas de tra- , 

bajo del motor. 

Otra revelación: particular de las pro- 
piedades de la fluencia plástica es la re- 
lajación, o sea la variación espontánea, en 
función del tiempo, de las tensiones sin 
cambiar las deformaciones. La 'relajación se 
puede observar, particularmente, en el ejem- 
plo del debilitamiento de las juntas de tor- 
nillos que trabajan a-altas temperaturas. 

Lo más fácil de estudiar experimental- 
mente es el tiempo de efecto. Si cargamos 
la probeta con una fuerza constante (fig. 64) 
y seguimos la variación de su longitud, a 
temperatura , se podrá obtener enton- 
ces el diagrama del tiempo do efecto (fig. 65) 
que da la dependencia entre la deformación 
y el tiempo, para distintos valores de la ten- Flg. 68, 
sión o. A 

Como vemos, el crecimiento de las deformaciones es al principio 
muy rápido. Después, el proceso se estabiliza y las deformaciones 
crecen ya con velocidad constante. Al transcurrir el tiempo en la 
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Fig. 65, Flg. 66, 


probeta, como en los ensayos comunes, aparece el cuello. Momentos 
antes de la rotura tiene lugar un rápido crecimiento de las deforma- 
ciones locales como resultado de la disminución del área de la sección. 
Para temperaturas más altas, la variación de la deformacián en 
función del tiempo transcurre de manera más rápida. Para un material 
dado se puede, por los métodos de la teoría de la fluencia plástica, 
transformar el diagrama del tiempo de efecto en diagrama de rela- 
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jación. Este último puede obtenerse, por cierto, experimentalmente, 
pero para ello se necesita una maquinaria más complicada, puesto 
que surge la necesidad de medir las variaciones de la fuerza de trac- 
ción manteniendo constante el alargamiento de la probeta. 

El aspecto de los diagramas de relajación que muestran la depen- 
dencia entre la tensión y el tiempo está dado en la figura 66. 

Las características mecánicas principales del mat: en la fluen- 
cia plástica son el límite de resistencia prolongada y el límite de 
fluencia plástica. 

Se entiende por límite de resistencia prolongada la razón entre la 
carga que origina la rotura de la probeta traccionada, después de un 
tiempo determinado, y el área inictaal de la sección, 

Así pues, el límite de resistencia prolongada depende del tiempo 
transcurrido dado después del cual ocurre la rotura. Este tiempo so 
escoge igual al tiempo de servicio de la pieza y varía de unas decenas 
de horas hasta cientos de miles de horas. De acuerdo a este amplio 
intervalo de variación del tiempo varía el límite de resistencia pro- 
longada. Al aumentar el tiempo, el límite, claro está, disminuyo. 

Se entiende por límite de fluencia plástica la tensión que origina, 
en an tiempo determinado, una deformación plástica de magnitud 
fijada. 

Como vemos, para determinar el límite de fluencia plástica es 
necesario fijar previamente el intervalo de tiempo (determinado por 
ol período de duración de la pieza) y el intervalo de las deformaciones 
admisibles (que se establece en función de las condiciones de explo- 
tación de la pieza). 

El límito de resistencia prolongada y el límite de fluencia plás- 
tica dependen considerablemente de la temperatura, Al aumentar 
esta última, estos límites, claro está, disminuyen. 

Entre los diversas cargos estáticas ocupan un lugar especial las 
cargas que varían periódicamente o las cargas cíclicas, Los problemas 
de la resistencia de los materiales sometidos a estas cargas constí- 
tuyen el contenido de una parte espacial de la resistencia de materia- 
les y se relacionan con el concepto de fatiga del material. Estas 
cuestiones se analizarán detalladamente en el capítulo XIII. 

Después de las cargas estáticas, analicemos el tipo de cargas que 
varían rápidamente, o sea, las cargas dinámicas. 

Para la valoración de estas cargas existen dos criterios. Por una 
parto, ss considera de variación rápida la carga que origina velocida- 
des apreciables de las partículas del sólido deformado, velocidades 
tan grandes, que la energía cinética total de las masas en movimiento 
constituye una parte significante del trabajo total de las fuerzas 
exteriores, Por otra parte, la velocidad de variación de la carga se 
puede relacionar con la velocidad con que transcurren las deforma- 
ciones plásticas La carga puede considerarse de variación rápida 
si durante-el tiempo de carga del sólido, las deformaciones plásticas 
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no. tienen tiempo: de desarrollarse completamente. Esto influyo 
sensiblemente sobre el carácter de las dependencias observadas entro 
las deformaciones y las tensiones. 

El primer criterio de clasificación de las cargas de variación rá- 
pida se emplea fundamentalmente para el análisis de las oscilaciones 
de los cuerpos elásticos (capítulo XV), el segundo, al estudiar las 
peoples mecánicas de los materiales durante los «procesos de 

eformación rápida. 

Puesto que en el caso de solicitaciones rápidas, las deformaciones 
plásticas no tienen tiempo para desarrollarse plenamente, al aumen- 
tar la velocidad de deformación, 
el material se hace más frágil, y 
disminuyendo así la magnitud de 
6. Como el deslizamiento de las 
partículas de la probeta en los 
planos inclinados se dificulta, 
deberá aumentar en cierta medi- 
da la mángitud de la carga de 
rotura. Esto se ilustra, compa- 
rando los diagramas de tracción 
para las cargas de variación len- 
ta y las cargas de variación rá- 
pida (tg, 6). 2 

La influencia de la velocidad 0. 
de las deformaciones es más apre- 
ciable cuando se trata de temperaturas altas. En el metal calentado, 
incluso cuando se trata de un aumento relativamente pequeño de la 
velocidad de solicitación, se observa la tendencia que tienen 0, y 
5, la primera a aumentar y la segunda a disminuir. 

El último de estos tres tipos de carga corresponde a las cargas 
que varían de manera ultrarrápida en función del tiempo. La velo- 
cidad de variación de estas cargas es tan grande que el trabajo de 
las fuerzas exteriores se transforma casi plenemente en energía 
cinética de las partículas que se encuentran en movimiento, mientras 
que la energía de las deformaciones plásticas y elásticas resulta 
relativamente pequeña. 

Las cargas de variación ultrarrápida aparecen durante el choque 
de los cuerpos que se mueven con velocidades del orden de varios 
cientos de metros por segundo y mayores. Estas cargas aparecen go- 
neralmente cuando se estudian los problemas de penetración sobre 
corazas, al juzgar sobre la acción destructora de la onda de explosión, 
en las investigaciones de la capacidad de penetración del polvo in- 
terplanetario que se encuentra en los caminos cósmicos. 

Como la energía de la deformación del material cuando se trata 
de solicitaciones ultrarrápidas, es relativamente pequeña, las pro- 
piedades del material, como un cuerpo sólido, tienen en este caso 
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una importancia secundaria. Aparecen en un primer plano las leyes 
del movimiento del medio fácilmente deformable (casi líquido) 
y adquieren gran importancia los problemas relacionados con el 
estado físico y las propiedades físicas del material en las nuevas 
condiciones. Así pues, los problemas relacionados con las cargas 
de variación ultrarrápida se salen fuera de los marcos de la resisten- 
cla de materiales y se encuentran en la esfera de los problemas fí- 
sicos. 


$ 19. Coeficiente de seguridad 


Mediante los ensayos a tracción y compresión se obtienen los 
datos fundamentales sobre las propiedades mecánicas del material, 
Veamos ahora el problema sobre el empleo de los resultados de los 
ensayos obtenidos en los cálculos prácticos de la resistencia de las 
construcciones. 

Como ya se indicó en el $7, el método de cálculo fundamental 
y más difundido es el basádo en las tensiones. Según este método, 
el cálculo de la resistencia se realiza por la tensión máxima Oax 
que surge en cierto punto de la estructura solicitada. La tensión 
Omox Se denomina tensión máxima de trabajo. Esta no debe superar 
cierto valor, propio del material dado y de las condiciones de tra- 
bajo de la construcción. 

El cálculo basado sobre las tensiones se realiza según el esquema 





siendo 0 cierto valor límite de la tensión para el material dado y n, 
un número mayor que la unidad denominado coeficiente de seguridad. 
Generalmente ocurre que las dimensiones de la estructura son cono- 
cidas y están determinadas, digamos, partiendo de criterios de man- 
tenimiento o de tecnología. En estos casos el cálculo carácter 
comprobatorio. Se determina la magnitud de 0,,, Y 59 halla el coefi- 
ciente de seguridad efectivo, 








Si este coeficiente satistace al constructor, se considera que el cál- 
culo comprobativo dio un resultado positivo. 

Cuando la estructura se encuentra en la etapa de diseño y ciertas 
dimensiones características deben determinarse directamente de la 
condición de resistencia, la magnitud de n se fija previamente. La 
dimensión que se busca se determina de la condición, 


; Simax < [0], 
siendo 
[0 =%. 


Esta magnitud 'se denomina tensión admisible. 
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No queda más que resolver el problema de qué tensión-considerar 
como límite (0,) y cómo fijar el valor de n, Para-ovitar quo en la 
estructura aparezcan” deformaciones residuales considerables, on- 
tendremos por 0, en el caso de materiales plásticos, el límite do 
fluencia. Entonces la <máxima tensión de trabajo constituirá la 
n-ésima parte-de op (fig. 68). El coeficiente-en este caso. se designa 
por m; y se denomina coeficiente de seguridad referido al límite de 


$ 





Fig. 68. 


fluencia. En el caso de materiales frágiles y en algunos casos cuando 
se trata de materiales de plasticidad moderada por 0, se entiendo 
el límito de resistencia 0,. Entonces obtendremos, 
R = , 
siendo n,, el coeficiente de seguridad referido al límite de resistencia. 
o se dijo en el $7, el cálculo por tensiones no es el único po- 
sible. 

Si se realiza el cálculo partiendo de las cargas límites, entonces 
se podrá do la misma forma introducir el concepto do seguridad 
(reserva) referido a la carga límite 





siendo P, y Pia la carga límite y la carga do trabajo respecti- 
vamente. En el'caso de que se calcule por rigidez 

y 

dera * 
siendo 0, y Sas los desplazamientos límite y el de trabajo, respeo- 
tivamente. 

La elección de n se realiza basándose en toda una serio de criterios 
que, en la mayoría de los casos, salen fuera de los problemas quo se 
estudian en la resistencia de materiales. 

El coeficiente de seguridad no puede ser señalado sin contar con 
las condiciones concretas de trabajo de la estructura que se calcula, 


n= 
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El cooficiente n se establece de hecho basándose en la práctica que 
existe de creación de estructuras análogas en períodos anteriores y 
teniendo en cuenta el nivel de desarrollo de la técnica en el perío- 
do dado. En cada rama de la técnica ya se han asentado sus tradicio- 
nes, sus exigencias, sus métodos y, por último, la particularidad de 
sus métodos de cálculo, de acuerdo con los cuales se señala el coefi- 
ciento de seguridad. Así, por ejemplo, al diseñar las estructuras es- 
tacionarias, calculadas para un período largo de servicio, el coefi- 
ciente do seguridad se elige bastante grande (n,=2=-5). En la técni- 
ca de aviación, donde la construcción tiene limitaciones muy serias 
del peso, el coeficiente de seguridad se determina a partir del lí- 
mito de resistencia y constituye una magnitud del orden de 1,: 
Debido a la responsabilidad de este tipo de estructuras, en esta rama 
de la técnica se consolidó la práctica de los ensayos estáticos obliga- 
torios de partes aisladas e incluso de naves aéreas enteras para la 
doterminación directa de las cargas límites. 

La elección del coeficiente de seguridad depende también de 
los métodos de cálculo de las tensiones, de la exactitud de estos mé- 
todos y de la seriedad de las consecuencias que implicaría la rotura 
de la estructura. 

La magnitud del coeficiente de seguridad deponde también de 
las propiedades del material. En el caso de materiales plásticos, la 
reserva respecto al límite de fluencia puede ser menor que en el 
caso de una pieza de un material frágil. es obvio ya que el ma- 
terial frágil es más sensible a los distintos tipos de averías fortuitas 
y a los defectos imprevistos de la producción. La elevación casual 
de las tensiones en un material plástico puede crear solamento pe- 
queñas deformaciones residuales, mientras que en el caso de un mate- 
rial frágil puede conducir a la destrucción directa. 

El estudio de las cuestiones relacionadas con la elección concreta 
del coeficiente de seguridad pertenecen a asignaturas como la resis- 
tencia de los aviones, la resistencia de las construcciones y otras. 
El acierto en la determinación del coeficiente de seguridad deponde 
en gran medida de la práctica y del arte del diseñador y del construc- 
tor. 











Capítulo II 


TORSION 


$ 20, Deslizamiento (distorsión) 
puro y sus particularidades 


En el ejemplo de tracción y compresión se obtuvieron algunas 
propiedades esenciales dol estado tensional. En la tracción, según 
la orientación de los planos en las caras del elemento rectangular 
que se separa (fig. 33) surgen tanto tensiones normales como tangen- 
ciales. Estas últimas, independientemente de la magnitud de las 
CT normales, se someten a la condición de reciprocidad (véase 

12) 


ong ahora que disponemos de un estado tensional en el 
cual, sobre las caras del elemento elegido, aparecen solamente ten- 
siones tangenciales 1 (fig. 69). 
Este estado tensional se denomi- 
na deslizamiento puro 0 distor- 4 
alón pura" 

La manera más fácil de obtener 
el deslizamiento puro homogéneo 








consiste en cargar una placa enmarcada en un cuadro de listones 
rígidos articulados (fig. 70). En todos los puntos de la placa las ten- 
siones tangenciales 1 serán iguales a 


P 
ty. 


> Una dofinición más rigurosa do la distorsión pura se dará en el capítulo 
VII ($ 52), tomando como base la teoría general del estado tensional. 


E Cap. 11. Torsión 





siendo 6, el espesor de la placa. Solamente en la zona que limita 
directamente con el marco, el estado tensional será distinto al desli- 
zamiento puro. Sin embargo, de acuerdo con el principio de Saint 
Venant, estas desviaciones tienen un carácter puramente local y afec- 
tan a una zona que es pequeña en comparación con las dimensiones 
generales de la placa tensionada. 





Otro ejemplo que ilustra el estado tensional homogéneo de des- 
lizamiento puro es el de un tubo cilíndrico de paredes delgadas, so- 
licitado por momentos aplicados en los planos laterales (fig. 71). 
Aquí y en adelante, el momento exterior, para diferenciarlo del mo- 
mento interior, se anotará con la letra Wi. 

La magnitud de la tensión t se determina do la condición de igual- 
dad del momento originado por las fuerzas interiores distribuidas 
uniformemente en la sección transversal y el momento exterior M, 








A e.) 


siendo R,'el radio del tubo y 6, su espesor. 

Veamos ahora como, en el caso del deslizamiento puro, varían 
las tensiones en función de la orientación de los planos. Para ello, 
separamos de lá placa que se encuentra en el estado de deslizamiento 
puro, un prisma triangular elemental ABC (tig. 72). 

Según. la condición, sobre las caras AB y BC actúan solamente 
tensiones tangenciales 7. Sobre la cara AC, en función del ángulo «, 
pueden actuar tanto tensiones normales como tangenciales que ano- 
taremos por 0, y 1, respectivamente, 
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Proyectemos ahora todas las fuerzas que actúan sobre el prisma, 
sobre los ejes n y £. De las condiciones de equilibrio obtendremos, 


0, AC=14Bsena+18C cosa; 
1,40 =1ABcosa—1BC sena. 


Los segmentos AB y BC están relacionados con AC como sigue: 
AB=ACcosa, BC=AC sen a 


y, por lo tanto, 
9,=Tsen2a, T,=008 20. 


Cuando a=0 y a=90*, las tensiones O, y 7, adquieren los valores 


p es 

[ay 

P A Ps 
A 


Fig. 12, 


correspondientes a los planos iniciales, es decir, 0,=0 y t,=1. 
Cuando a=-+:45", las tensiones tangenciales serán Y,=0 y la tensión 
normal, 0,=-+*. Por lo tanto, si separamos de la placa un elemento 
rectangular cuyas caras estén giradas 45* respecto a los planos ini- 
ciales, entonces en estos planos surgirán solamente tensiones norma- 
les. En dos de ellos, las tensiones serán de tracción y en los otros 
dos, de compresión, Así pues, el deslizamiento puro se puede inter- 
prelar como tracción y compresión simultáneas en dos direcciones 
ortogonales (fig. 73). 

Analicemos las deformaciones que acompañan al deslizamiento pu- 
ro. La tensión tangencial t está relacionada con la deformación 
angular y por medio de la relación (1.13) 

















1=Gy, 


siendo G, como ya sabemos ($ 12), la magnitud a”: 


Como resultado de las deformaciones angulares, la placa repre- 
sentado en la figura 70 sufre una distorsión, mientras que las soc- 
ciones transversales extremas del tubo (fig. 71) reciben ciertos des- 
plazamientos angulares mutuos q. 
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El carácter de los desplazamientos que surgen como consecuen- 
cia de esto se indica en la figura 74, resultando que 


e. (2.2) 


En el deslizamiento puro, como en la tracción (y en ol caso de 
cualquier estado tensional) en el cuerpo deformado se acumula cierta 


Ss 


E XA Sox 





Flg. 75. 


energía potencial elástica que se obtiene fácilmente analizando la 
variación de la forma del elemento rectangular de dimensiones dz, 
dy y espesor $ (fig. 75). 

Consideremos que la cara inferior del elemento, no se desplaza. 
Entonces, al desplazarso la cara superior, la fuerza tdz6 realizará 
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cierto trabajo en el desplazamiento pay. Puesto que la fuerza varía 
proporcionalmente al desplazamiento, el trabajo realizado por ella 
será la mitad del producto  dz6-pdy ($ 10). Es decir, que la energía 
potencial de la deformación, acumulada en el elemento será, 


aU =L xy dx dyS. 
La energía por unidad de volumen será, 
DU. 1 
=p 3 tr 
y expresando ahora y por + según la ley de Hooke, obtendremos 
U.=>37 + (2.3) 


La magnitud U, a so denomina energía potencial unitarta 


del desplazamiento puro. 

Al igual que en el caso de tracción y compresión, on el caso del 
deslizamiento puro se pueden realizar también ensayos del material, 
Para ello, lo más cómodo es ensayar un tubo de paredes finas (fig. 76). 








Fig. 76. 


Si al realizar los ensayos se mide la magnitud del momento M 
y la del ángulo de giro de las secciones y correspondientes a la longitud 
1, se podrá construir así el diagrama M=/(9) correspondiente a la 
probeta. Después este diagrama fácilmente se transforma de acuerdo 
con las expresiones (2.1) y (2.2) en otro diagrama que relaciona a Y 
y y. Así se puede oblener el diagrama del deslizamiento puro T= 
=f(p) para el material dado. 

Comparando el diagrama del deslizamiento puro con el de la 
tracción, para un mismo material, se demuestra que éstos son, desde 
el punto de vista cualitativo, semejantes. En el diagrama del desli- 
zamiento puro también aparece la zona elástica, la zona de fluencia 
y la zona de endurecimiento del material. 

Como en la tracción, en el deslizamiento puro se pueden intro- 
ducir también las características: límite de proporcionalidad en el 
deslizamiento puro, límite de elasticidad, límite de fluencia, etc. 

Antes, cuando el estudio de la mecánica de los cuerpos deforma- 
bles se encontraba en su etapa inicial, esa era la práctica. Pero en 
adelante se demostró que las características correspondientes al des- 
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lizamiento puro están relacionadas con las de la tracción. En la 
actualidad, la teoría de la plasticidad (véase el cap. XII) permite 
construir teóricamente el diagrama del deslizamiento puro, partiendo 
del diagrama de tracción y expresar todas las características del 
deslizamiento puro por las características mecánicas de la tracción, 
bien conocidas por nosotros. Igualmente, las tensiones admisibles 
y los coeficientes de seguridad correspondientes al deslizamiento 
puro pueden relacionarse con las magnitudes correspondientes de la 
tracción simple, Estas cuestiones se analizarán con detalle en el capí- 
tulo XII 








$ 21. Torsión de una barra de sección 
transversal circular 


Se entiende por torsión el caso de solicitación cuando en las sec- 
ciones transversales de la barra apareco solamente un momento tor- 
sor. El resto de los factores de fuerza (momento flector, fuerza axial 
y fuerza cortante) es igual a cero, 

Para el momento torsor, independientemente de la forma de la 





sección, se admite la regla siguiente para los signos. El momento M, 
de m 
mn z 
n 4 a ¿ed cd 
% > Mm 
Flg. 77. 


que gira en dirección contraria a las manecillas del reloj, cuando se 
le observa. desde la normal exterior a la sección transversal, se con- 
sidera positivo. Cuando gira en dirección contraria se considera nega- 
tivo, 

En la figura 77 está representada una barra solicitada en sus ex- 
tremos por los momentos Wl. Si miramos al plano A desde la normal 
exterior (o sea desde el punto C) veremos que el momeuto M, gira 
según las manecillas del reloj, es decir, que es de signo negativo. 
El mismo resultado se obtiene si miramos desde el punto C al plano B. 

Al construir en diagrama de los momentos Lorsores es necesario 
atenerse a esta regla para los signos de los momentos, En la figura 78 
se dan algunos ejemplos de solicitación de la barra por momentos 
exteriores. Los momentos están representados por dos círculos. El 
círculo que contieno un punto representa una fuerza dirigida hacia 
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el observador, el círculo con una cruz, una fuerza dirigida desde el 
observador. En la figura 78 están representados los diagramas do 
los momentos torsores correspondientes. Las ordenadas de los mo- 
mentos positivos se sitúan hacia arriba. 

Al calcular una barra a torsión es necesario resolver dos problemas 
fundamentales: determinar las tensiones que aparecen en la barra, 





mn IM ¿m m ¿nn n MN 











Fig. 78. 


por una parte y calcular los desplazamientos angulares en función 
de los momentos exteriores, por otra. Estos problemas se resuelven 
de manera distinta según sea la configuración de la sección transver- 
sal de la barra. El caso más simple es el de la sección circular, así 
como el de las barras de paredes delgadas. 

El mecanismo de la deformación de la barra de sección circular 
se puede interpretar de la manera siguiente: consideramos que, como 
resultado de la acción de los momentos exteriores, cada sección lrans- 
versal do la barra gira sin deformarse en su plano cierto ángulo. 
Este ángulo será distinto para las distintas secciones. Esto es una 
hipótesis o suposición justificada por los razonamientos lógicos 
sobre el carácter de los desplazamientos que ocurren. 

El criterio definitivo sobre la veracidad de tal o cual hipótesis 
es siempre la práctica. Una vez obtenida la fórmula de cálculo es 
necesario, ante todo, comparar los resultados del cálculo con los 
experimentales y si entre ellos hay suficiente concordancia, la hi- 
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pótesis se considera aceptable. En este caso, la hipótesis admitida 
se llama hipótesis de las secciones planas. 

Es necesario señalar que el problema de la torsión de una barra 
se puede resolver no solamente con los métodos de la resistencia de 
materiales, sino también con los métodos de la teoría de la elastici- 
dad, sin recurrir de antemano a ninguna clase de hipótesis, excepto 
la hipótesis sobre la composición continua del material. La solución 
quo se obtiene por este método demuestra que la sección transversal 
circular de la barra se mantiene, en efecto, plana y gira sin deformar- 
se. En las secciones transversales surgen Solamento tensiones tan- 
genciales. 

Volvamos a la barra de sección transversal circular, solicitada en 
sus extremos por dos momentos (fig. 77). En las secciones transver- 
sales de esta barra surge el momento torsor constante 


M_=M. 


Separemos de la barra un elemento de longitud dz originado por 
dos secciones transversales y de él, a su vez, mediante dos planos 
cilíndricos de radios p y p+dp, separamos un anillo elemental como 
el de la figura 79. 

La sección extrema derecha del anillo gira, en el caso de torsión 
respecto a la sección izquierda un ángulo dq. La generatriz dol ci- 
lindro AB girará entonces un ángulo y pasando a ocupar la posición 
AB', El segmento BB' es igual, por un lado, a pdp y por otro, a 


ydz. Por lo tanto, 
E. 


El ángulo y representa el ángulo de distorsión de la suporficio 
cilíndrica. La magnitud SE so anota generalmente por 0, 





£=o, (2.4) 


y so denomina ángulo de torsión unitario. Esto es el ángulo de 
giro mutuo de dos secciones referido a la distancia entre ellas. 
La magnitud 0 es análoga al alargamiento unitario en la tracción 


(5- Introduciendo la notación 0, hallaremos, 


y=p0. (2.5) 
Según la ley de Hooke para el deslizamiento, 
1=6G0 (2.6) 


siendo x, la tensión tangencial que surge en la sección transver- 
sal de la barra. Las tensiones recíprocas a éstas aparecen en las 
secciones longitudinales (axiales) (fig. 79). 
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Las fuerzas elementales 1dF (fig. 80) se reducen a un momento 
torsor, 


My=| xp aF. 
? 


La integración abarca todo el área de la sección transversal P. 
Introduciendo en la función integrando la tensión + de la expre- 





Flg. 79. 


sión (2.6) hallaremos, 


M,=60l p* dE. 
? 


La integral fe dF es una característica puramente geométrica y 


se denomina momento polar de inercia de la sección, 


$ prdF=1, cms. Qm 
Así pues, se obtiene 
M,=GL/, 
s Mi 
=> (2.8) 


El producto GI, se denomina rigidez de la barra a la torsión. 

Él ángulo de giro mutuo de las secciones p fácilmente se expresa 
a través del ángulo de torsión unitario O, de acuerdo a las expre- 
siones (2.4) y (2.8) 








de e a 29) 
de donde hallamos 
Mid: 
pue. 240) 


siendo 1, la distancia entre las secciones para las cuales se deter- 
mina el ángulo de giro mutuo q. 
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Si el momento torsor no varía a lo largo de la barra, M,=3M, 
y si la rigidez es constante, entonces 
o 2:41) 
Volvamos ahora a la expresión (2.6). Despejando de olla 6, 
obtendremos, pe 
32. (2.12) 
Así pues, las tensiones tangencialos en la sección transversal se 


distribuyen a lo largo del radio linealmente y tienen su máximo 
valor en los puntos más alejados del eje de la barra (fig. 81.) 





Fig. 81. Flg. 82. 
Al mismo tiempo, 





Tmax = 
La magnitud 
LL -w, cm (2.13) 
so denomina módulo polar de la sección. Definitivamente se obtieno, 
au =p (2.14) 


a 

Los fórmulas (2.14) y (2.14) son fundamentales para el cálculo 
de la barra torsionada de sección transversal circular. Ellas son vá- 
lidas tanto para la barra de sección maciza como para las barras 
huecas de sección circular. 

Calculemos ahora las magnitudes de las características geométri- 
cas dela sección /, y W. Para ello sustituimos en la expresión (2.7) 
dE por el área del anillo 2ap dp (fig. 80). Si la barra es de sección cir- 


cular maciza, entonces, 
D 


z 
1,=25 | p* dp, 
o 
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siendo D el diámetro de la sección. Así pues, 


DA 
> (2.45) 


Si la barra os hueca de diámetro interior d (fig. 82), entonces 
7 
1,=2n $ p*do 
a 
1%) (2.46) 
De acuerdo a estas expresiones determinamos el módulo polar 


de la sección W, [véase la fórmula (2,13)]. En el caso de la sec- 
ción maciza, 


w,=32 =0,2D* (Am) 
y en el de la sección anular (árbol hueco), 
W,=0,2D* (1-7). (2.18) 


Así pues, de las expresiones (2-11) y (2.15) se deduce que para 
un momento torsor dado, las deformaciones angulares del árbol son 





Flg. 89. 


inversamente proporcionales a la cuarta potencia del diámetro. 
La tensión máxima es, según las expresiones (2.14) y (2.17), inver- 
samente proporcional al cubo del diámetro D. 

Las tensionos tangenciales en las secciones transversales de la 
barra se orientan en cada punto perpendicularmente al radio varia- 
ble p. De la condición de reciprocidad se deduce que tensiones tan- 
genciales iguales a éstas a también en las secciones longitu- 
dinales de la barra (fig. 83). La existencia de dichas tensiones se re- 
vela, por ejemplo, al ensayar a torsión las probetas de madera. La 
madera, como se Sabe, tiene una anisotropía muy acentuada en lo 
que se refiere a las propiedades elásticas y de resistencia. Tiene re- 
lativamente poca resistencia a cortadura a lo largo de las fibras. Por 
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eso la destrucción de la probeta durante la torsión comienza por la 
formación de grietas longitudinales (fig. 84). 

Si con dos pares de secciones axiales y transversales separamos 
de la barra torsionada el elemento ABCD representado en la figura 85, 
entonces en sus caras se observarán solamente tensiones tangenciales. 
Así pues, todos los elementos de la barra, en el caso de torsión, se 
encontrarán en las condiciones del deslizamiento puro, como en el 
caso de la torsión de un tubo. Pero en este caso, sin embargo, no se 
trata del deslizamiento puro homogéneo ya que t varía a lo largo del 
radio de la sección transversal. 





Flg. 84. 


Del parágrafo anterior sabemos ya que si se varía la orientación 
de la sección, girándola en el plano del deslizamiento puro 45”, 
entonces en los nuevos planos aparecerán solamente tensiones nor- 
males de magnitud igual a vt. Una de ellas resulta ser de tracción y 
la otra de compresión. De acuerdo a lo dicho, en las caras del ole- 
mento 4,8,C,D, separado de la barra por secciones helicoidales 
giradas 45? respecto a la generatriz, surgirán las tensiones normales 
indicadas en la figura 85. 

Una ilustración clara de esto nos la da el carácter de la destrucción 
de las probetas frágiles durante la torsión. Los materiales frá- 
giles se destruyen generalmente por las superficies de las tensiones 
máximas de tracción. Si se ensaya una probeta de un material frá- 
gil, por ejemplo, de hierro fundido, la destrucción de la probeta 
ocurrirá por una superficie helicoidal compleja que corresponde a 
las tensiones máximas de tracción (fig. 86). 

La existencia de tensiones de tracción y compresión en los pla- 
nos inclinados, durante la torsión, se puede ilustrar también de otra 
forma. Sobre la superficie del cilindro de un material plástico (fig. 87) 
se dibujan toda una serie de círculos que durante la torsión de la barra 
se convierten en elipses cuyos ejes principales se orientan a 45” 
respecto a las generatrices. En la dirección de los ejes mayores de la 
elipse ocurre un alargamiento y en la dirección de los ejes menores 
una compresión, 

La energía potencial de la deformación, acumulada en la barra 
durante la torsión, se determina de manera Idéntica a como se de- 
terminó en el caso de tracción. Veamos un tramo de la barra torsio- 
nada de longitud dz (fig. 88). La energía acumulada en este elemento 
de la barra, será igual al trabajo de los momentos M4, aplicados sobre 
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los extremos, á 
dU=>5M, dq, 


siendo de el ángulo de giro mutuo de las secciones. El cooficiente 





1), que figura en la expresión es consecuencia de que el momento M, 
varía proporcionalmente a dq. 
Introduciendo en la expresión obtenida dy (2.9), ballaremos, 


Midz 
a (2.19) 
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La energía potencial en toda la barra se obtieno integrando 
la expresión (2.19) a lo largo de la barra, es decir, 





U= ET, * (2.20) 


Si el momento M, no varía a lo largo de la barra y la rigidez 
de ésta es constante, entonces M,=2M y 
U= E, 
> 
Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo 2.1. Un árbol transmite el momento M=1000 kgf-m. Calcular las 
dimensiones de la sección transversal del árbol en dos casos: a) cuando el árbol 
os macizo de sección circular y b) cuando la sección es hueca (d="/,D). Compá- 
tenso Jas dos secciones desde «l punto de vista del consurno de metal: La tensión 
admisible es [r]=800 

Por la lormula (2.10% obtlere pcia los dos soccionos, 


My 100.000 _ 
107 cmo. 


En el caso de la sección maciza hallamos sogún (2.47), 


Dr 7838 cm D=9,48 co 





y para la sección hueca, partiendo de (2.18), 
107 


Dia 
0,2(4 


El consumo de metal es proporcional al áres de la sección transvorsal, 
En el primer caso se obtiene, 


2003 cm, 


=2020 cm D=12.7 cm. 





y en ol segundo, 
Pr (157) 20.4 emi 


Así pues, la sección hueca resulta más económica y en esto caso (3- 7) 


disminuye en más del doble el consumo de. metal. 

:1 hecho de a el árbol hueco resulta más conveniente que el psa 50 vo 
clacirmeats. Análicando ol legrazaí de lar tecnlones en lA socalío del 4x%ol 
14 Erre En capado oca central de la ada pe macizo, el material 





y to ser súficionto. En Bl caso 
debo la sección as tensiones so distribuyen do manera más unilormo (fig. 89) 
yel Eo de ries del material es más alto: 
Construir el diagrama de los monientes torsores, tensiones y 
Gngags 4 ds giro para sl árbol reprásentado en la figura 00, e 
El grado de iperestatl lad del sistema es uno. Para vencer la hiperestatici- 
dad retiramos el empotramiento izquierdo y lo sustítuimos por el momento My 
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se 90, b). Este momento se determina de la condición de que el ángulo de giro 
a scción extrema inquierda respecto a sección dela derucha es Igual co. 

Y Ángulo de giro de la sección A se puedo obtener como la suma algebraica 
ad Jos de giro mutuos de las secciones extremas de los tramos AB, BC, 


CD y DE. 
En la fórmula (2.11) se obtiene para estos tramos, 
MU, (MD)! m2 1, MM) 2 
RS 00 0, 





siendo G1,, la rigidez en el tramo de E” D y Glj, la rigidez on el 
tramo de diámetro 2D. Es obvio que, 


GIp=1661,. 
Teniendo esto en cuenta hallaremos, 








Ahora es fácil » constrai e diegroma de los momentos torres (fig. 9 
y por la fórmula (2. 1 determinar Amar en todas las secciones del árbol (fi; 
Al T rama de las tensiones construido, se debe tener en po 
mn potramiento del árbol y en las zonas do aplicación de los 
moment loyes reales de distribución de las tensiones en las soccio- 
nos transversales no coinciden con las leyes lineales obtenidas. Pero según el 
principio de Saint Venant, estas desviaciones tienen carácter local 1, próctica- 
fuente, o,s propagan a lo largo del ao a más do una distancia del orden el diá- 
metro de la 

Determinamos ahora on el primer tramo el ángulo de giro de la sección st- 
tuada a la distancia =; del empotramiento, 


E 


Esta dependencia se representa por la recta del diagrama de p (fig. 90, 0). 
ueno sand! obtendreraos, Di Al 








A 
En el segundo tramo a este ángulo se lo suma la magnitud 


MM, 


P 


Dado absolutamente a AB y CD ta “el espacio A. o 





Pat 
AS (4) 
Una vez cerrado el espacio, el sistema se convierte en hiperetático. SI 2, 


y My son los momentos torsores que surgen en los árboles 1 y 2£, de la condición 
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do equilibrio obtondremos, 


M,+My=Pa, 
La ecuación de los desplazamientos será, 
9 —0p/=4, 
o de acuerdo con (2.44), 
M¡—My => Gl y, 








P 
s 
Flg. 9. Fig. 92. 
Eliminondo M,, obtendremos, 
Pa_A 
MF — 7 
El desplazamiento en cuestión sera, 
Mi Piera 

Y (5) 

La expresión (A) es aplicablo mientras 8 ses inferior a A, es decir, cuando 


AG! 
<a” 





Si la fuerza supera esta magnitud, el desplazamiento so obtendrá ya por 
la, fórmula (8). En la figura 92 esiá represantado el desplazamiento 3 en 
función de la fuerza P. 


$ 22. Torsión de barras de sección transversal 
no circular 


La determinación de las tensiones en una barra de sección no 
circular es de por sí un problema bastante complicado que no se 
puede resolver por los métodos de la resistencia de materiales. La 
causa radica en que, en el caso de una sección no circular, la hipó: 
tesis que en el caso de la sección circular permitió simplificar el 
problema sobre la invariabilidad de Jas secciones transversales pla- 
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nas, no es ya válida. Las secciones de la barra alabean y, en conse- 
cuencia varía notablemente la distribución de las tensiones en la 
sección. En calidad de ejemplo, en la figura 93, está representada 
una barra torsionada de sección transversal rectangular en cuya 
superficie se ha dibujado una red cuadriculada de líneas que se de- 
forma conjuntamente con las partículas de la superficie del motal. 
Las líneas transversales de la red se curvan sensiblemente lo que in- 
dica que alabean también las secciones transversales de la barra. 














Fig. 99. 


Así pues, al determinar los ángulos de distorsión, es necesario te- 
ner en consideración no solamente el ángulo de giro mutuo de las 
secciones, sino también la distorsión local, relacionada con el alabeo 
de las secciones. El problema se complica más aún por el hecho de 
que en el caso de una sección no circular las tensiones dependen no 
solamente de una variable (p), sino de las dos (2 e y). 

Expongamos ahora una serie de razonamientos gonerales sobre 
la distribución de las tensiones en las secciones transversales de con 
figuración no circular y escribamos después las fórmulas que se ob- 
tienen por los métodos de la teoría de la elasticidad para los casos 
más frecuentes de secciones transversales de las barras. 

En primer lugar, se puede probar fácilmente que las tensiones 
tangenciales en las secciones transversales, en los puntos situados 
en las proximidades del contorno de la sección tienen que estar orien- 
tadas obligatoriamente según la tangente a éste. En efecto, su: 
pongamos que en el punto A (fig. 94) la tensión tangencial 1 cerca 
del borde de la sección va dirigida con cierta inclinación respecto al 
contomo. Descompongamos esta tensión en dos componentes, una 
según la tangente al horde (1) y la otra, según la normal (1). 

De la ley de reciprocidad se deduce que en la superficie libre de 
la barra deberá aparecer una tensión tangencial 7,=1,. Pero como 
la superficie exterior está libre de carga y en ella no se aplica ninguna 
fuerza exterior excepto, puede ser, la presión atmosférica, resulta que 
%,=0 y, por lo tanto, t,=0. Es decir, la tensión tangencial 1 
en las proximidades del borde se orienta según la tangente a éste. 

De manera análoga se puede demostrar, que en el caso cuando la 
sección transversal tiene ángulos salientes, las tensiones tangenciales 
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en estos lugares son iguales a cero. Descomponiendo la tensión y 
en las inmediaciones del ángulo (fig. 95) en dos componentes según 
las normales a los lados del ángulo, se obtienen las tensiones 7, y Ty. 
Las tensiones recíprocas a estas T, y 7, son nulas, es decir, serán 
nulas también los tensiones 1, y ty. Es decir, en las proximidades 
del ángulo saliente no existen tensiones tangenciales en la sección 
transversal de la barra. 





Fig. 9. Fig. 95, 


En la figura 96 está representado el diagrama de las tensiones 
tangenciales que se obtienen por los métodos do la teoría de la olas- 
ticidad para una barra de sección rectangular. En los ángulos, como 
vemos, las tensiones son iguales 
a cero, mientras que las tensio- 
nes máximas surgon en los cen- 
tros de los lados mayores, es de- 
cir, en los puntos A, 


US Tn 224) 





En el punto B obtendremos, 
Ta=Mimaxo (2.22) 
siendo a el mayor y 5 el lado menor del rectángulo. 
Los coeficientes a y y dependen de la fracción a/b, Los valores de 
estos coeficientes están dados en la tabla 2. 
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0.20]o2 0:20 o.20]o, 0,2 0.200[ 0.30 0,313 





B 0.0000 0.204[0.20,20 0.2020 [0.20 0. 0,313|0,333 














n 2.0000, |o.50| .705 0,700.50 0.70s/o,16a[o. 52 0,742|0,742 








El desplazamiento angular se obtiene por la fórmula, 
vu 


e (2.23) 
El cooficiente $ también depende de la fracción a/b. Sus valo- 
ros numéricos figuran en la tabla 2. 


En el caso de una sección elíptica (fig. 97) la tensión máxima 
en los puntos A, es decir, en los extremos del e; 


2M, 
A 
Los tensiones on el punto 2 serán, 
5 
E 
siendo a y 9 los semiejes de la olipse. 
El desplazamiento. angular, en el 
es el siguiente 


Jarecerá 








caso de una barra de sección elíptica, 


mu 
ET 
ara 
Cuando la sección tieno la forma de un triángulo equilátero de lado a, 
los tensiones tangenciales máximas surgen en los centros de los lados y son, 
20M; 


a” 








El desplazamiento angular en esto caso es, 





Generalizando Lodas estas fórmulas se puede afirmar que en la torsión, 
+ (2.24) 


q. a (2.25) 
M,=C1B. (2.28) 
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La enorgía potencial acumulada en la barra torelonada de acuerdo a la fór- 
mula (2.20) será, 


1 
Mid 
AS a) 


siendo Wo ls factores goriátricas que dependen de la configuración de Ja so. 
ción y que se Obtienen de la;tabla 3 página 112). En el caso de una sección cir- 
cular W, o 1, coincidirán con W; e 7 rospectivamento, es decir, con el módulo 
polar de la sección y con el momento polar de inercia. 


$ 23. Breves nociones sobre la analogía 
de la membrana 


Como la solución analítica del problema de la torsión de barras 
de sección no circular es muy complicada, surgió la necesidad do 
crear métodos indirectos para el estudio de este problema. Entre 
ellos ocupa el primer lugar el método de las analogías. 

En los problemas de la mecánica se encuentran muy a menudo ca- 
sos cuando problemas de naturaleza física completamente diferente se 
reducen a las mismas ecuaciones diferenciales. Entonces, entre estos 
problemas se puede establecer una analogía. Se puede, sin resolver 
la ecuación, afirmar que entre variables z, e y, de un problema existe 
la misma relación que entre variables z, e y, del otro. Entonces se 
dice que la variable z, es análoga a la variable x, y la variablo y,, 
análoga a la variable y,- Ocurre a menudo que en el primer problema, 
sin resolver las ecuaciones, es difícil imaginarse la relación entre 
las variables z, e y,, mientras que el contenido físico del otro pro- 
blema admite una interpretación clara de la dopendencia entre z, 
e ya. En este caso, la analogía establecida permito representar cla- 
ramente las leyes que rigen en el primer problema. Así, por ejemplo, 
ocurre en el problema de la torsión. Resulta, que independientemente 
de la forma de la sección en cuestión, el problema de la torsión de la 
barra nos lleva a la misma ecuación diferencial que el problema del 
equilibrio de una membrana estirada sobre un contorno de la misma 
configuración y solicitada por una presión uniformemente distribui- 
da. El análogo de la tensión es el ángulo que forma la tangente a la 
superficie de la membrana con el plano del contorno y el análogo 
del momento torsor, el volumen contenido entre el plano del con- 
torno y la superficie de la membrana. 

El carácter de la deformación de la membrana sometida a la presión 
indicada siempre se le puede uno imaginar, si no de manera exacta, 
por lo menós de manera aproximada. Por lo tanto, siempre existe 
la posibilidad de imaginarse la ley de distribución de las tensiones 
en la torsión de una barra de sección de forma dada. 

Supongamos, por ejemplo, que se necesita establecer la ley de 
distribución de las tensiones en la sección representada en la figu- 
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ra 98. Supongamos además que sobre el contorno indicado se estira 
una membrana sometida a una carga uniformemente distribuida. 
Veamos varias secciones de la membrana. En función de los ángulos 


SA 





Flg. 99. 


de inclinación de la membrana representamos de manera aproxima- 
da la distribución de las tensiones en la sección (fig. 98). 
Mediante la analogía de membrana se pueden obtener no sólo re- 
sultados cualitativos, sino también relaciones cuantitativas. Para 
lo se emplea el dispositivo especial simple representado en la fi- 
gura 99. Este dispositivo se compone de una mesa móvil 7, en la cual 
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se coloca una caja plana 2 con una membrana de goma estirada 3. 
La membrana se cierra por arriba. con una tapa 4, la cual tiéno un 
orificio de forma igual a la sección que se estudia. En la figura 99 
tiene la forma de un rectángulo. En la parte inferior de la caja conecta 
un tubo 5 comunicado con un manómetro de cristal 6. Al levantar el 
tubo;.aumenta la presión que actúa por debajo de la membrana, y esta 
se deforma. Es muy fácil realizar la medición de-las flechas de la 
membrana: Esto se hace con el micrómetro vertical 7, Las coordenadas 
del punto de la membrana se determinan por los desplazamientos 
longitudinales y transversales de la mesa. Una vez determinados los 
desplazamientos se pueden determinar también los ángulos de incli- 
nación de la tangente respecto a la suporficie de la membrana. 

Si preparamos un tapón de forma igual a la de la sección y si so 
cierra con este tapón el orificio en la tapa superior, la membrana 
restablecerá su estado plano, desplazando así el líquido que se en: 
cuentra debajo de la membrana. El nivel del líquido en el tubo de 
cristal determina el volumen concluido entre la membrana deformada 
y el plano horizontal, que, como se dijo ya, es el análogo del momento 
torsor. 

Los desplazamientos y volúmones medidos dependen del espesor 
de la mebrana y de la magnitud de la tensión inicíal de la membrana. 
Para oliminar la influencia de la rigidez de la membrana, simultá- 
neamento a la sección que se estudia, en este mismo dispositivo se 
realizan las mediciones pertinentes de otra membrana circular. Como 














te el cálculo, resulta posible, comparando 
¡s mediciones en ambos casos, obtener las caracte- 
rísticas de la sección que interesa en función de las características 
eS ze sección circular, basándonos en razonamientos de proporclona- 
lidad. 

Así por ejemplo, el factor geométrico de la rigidez /, de la sec- 
ción que se analiza [véase la fórmula (2.25)] se determina de la re- 
lación, 
dy, $ 
TV 


siendo, 1,="" el momento polar de inercia del círculo; D, el 


diámetro de la membrana de sección circular, Y y V,, los volúmenes 
limitados por las membranas de la sección en cuestión y de la sección 
circular. 
Do manera análoga se obtiene el factor geométrico W, [véase la 
fórmula (2.24)), 
We Zo mex 


Wa max 
siendo, W,="]E" el módulo polar de la sección circular, Om 
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los ángulos máximos de inclinación de la tangente a la su- 
perficio de la membrana para la sección que se analiza y para la cir- 
cular, que se obtienen de las correspondientes mediciones en el 
caso cuando los volúmenes limitados por las membranas son iguales. 
La analogía expuesta no es la única. En el caso de la torsión de 
una barra, se pueden proponer también otras analogías relacionadas, 
por ejemplo, con las leyes hidrodinámicas de fhuencia. En la teoría 
do la elasticidad, para la solución do ciertos problemas so emplean 
también las analogías eloctrostáticas, según las cuales las leyes de 
distribución de las tensiones en un cuerpo elástico se determinan, 
midiendo la megnitud del campo electrostático en los diversos pun- 
tos del espacio ocupado por el modelo. 
Lo técnica moderna, en general, aprovecha ampliamente distintas 
logías. Cuando en calidad de analogía se emplea un sistema creado 
artificialmente, el método de la analogía se denomina ya método de 
modelación. Este método se emplea para la investigación de muchos 
procesos complejos que no pueden ser observados a simple vista como, 
pal ejemplo, el proceso de estabilización del cohote durante el vuelo. 
os análogos de los ángulos de giro del cohete en el espacio son, en 
este caso, los potenciales eléctricos en determinados nudos de la 
instalación electrónica modeladora a propósito. 




















$ 24. Torsión de una barra de paredes delgadas 


En la construcción de máquinas y, sobre todo, en la construcción 
de aviones, muy a menudo, resulta necesario calcular la torsión de las 
barras denominadas de paredes delgadas. Las formas típicas de los 
porfiles laminados, doblados, estirados y pronsados se dan en la fi- 
gura 100. La particularidad geométrica característica de estos perfiles 
consiste en que el espesor es muy inferior a las otras dimensiones 
lineales. 

Estos perfiles so dividen en abiertos y cerrados. Los cuatro prime- 
ros perfiles de la figura 100 son abiertos y los últimos tros, cerrados. 

¡1 carácter la distribución de las tensiones en la sección trans- 
versal de la barra de paredes delgadas so establece fácilmente por me- 
dio de la analogía de la membrana. Supongamos una placa plana con 
un orificio de configuración similar a la del perfil, sobre la cual se 
estira una membrana. Si aplicamos a la última una carga uniforme- 
mento distribuida, la membrana se doformará de manera distinta 
según sea el perfil cerrado o abierto. Esta diferencia se ilustra en la 
figura 101. Cuando so trata de un perfil cerrado, la zona dentro del 
porfil no está ligada con la exterior y se desplaza bajo la presión 
aplicada (fig. 101, b).-Esto es lo que determina la diferencia cuanti- 
tativa entre las formas de la mombrana para los casos de perfiles 
abi y cerrados. 

















$ 24. Torsión de una barra de paredes delgadas 105 





En el caso de un perfil abierto, la membrana tiene sus máximos 
ángulos de inclinación en los extremos del segmento normal 
(fig. 101, a), resultando que, aproximadamente, en el centro del 'es- 
pesor tiene lugar el cambio del signo del ángulo de inclinación, 
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Con gran exactitud se puedo admitir que las tensiones so distribuyen 
linealmente dentro del espesor de la parod del porfil abierto. 

En el caso de un perfil cerrado la membrena so deforma de otra 
manera. La parte do la placa que so encuentra dentro del contorno, 
deberá considerarse aislada de la zona exterior y, al deformarse la 
membrana sometida a la presión aplicada, se eleva conjuntamente con 
el bordo interior de la membrana. La membrana deformada consti- 
tuyo una superficie de ángulo de elevación aproximadamente constan- 
te e 401 > de donde se deduce que la distribución de las tensiones 
dentro del espesor del perfil es casi uniforme. 
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Pasemos ahora a la deduéción de las fórmulas correspondientes, 
comenzando por el perfil abierto. Es obvio que la forma de la mem- 
brana (fig, 101, a) y, por lo tanto, las tensiones en la barra también 
no variarán considerablemente, si enderezamos el porfil de la sección. 
Es decir, las tensiones en un porfil abierto de configuración curvilínea 
serán aproximadamente les mismas que en el recto. En esto último 
caso se pueden aplicar las fórmulas que anteriormente se dieron 
para el caso de una sección rectangular cuando la relación de los la- 
dos es grande. 

Volviendo a las fórmulas (2.21) y (2.23) y a la tabla N? 2, para 


F=00, obtendremos, 





Tn, (2.28) 


A (2.29) 


siendo 6, el espesor del perfil (el lado menor del rectángulo) y s, 
la longitud del contorno de la sección transversal (el lado mayor del 
rectángulo). 

Las fórmulas así obtenidas son generales, independientomente de 
la forma del perfil, si este último puede ser enderezado, convirtién- 
dose en un rectángulo. 

Cuandosse trata do un perfil de paredes delgadas abierto compues- 
to, como, por ejemplo, el representado en la figura 102, y no puede 
ser endorezado y transformado en un rectángulo, se opera de la siguien- 
te manera; se intorpreta el momento M, como la suma de los mo- 
mentos que surgen on los distintos tramos y entonces, por la fórmula 
(2.29) obtendremos, 


Mo My mo Se (ls, + bo, + 4305) 





y 


? (2.30) 


E 
G(0lr +0 +... 030) 
Por la analogía do la membrana so establece fácilmente que las 
tonsiones máximas aparecen en el tramo de mayor espesor 6,,,- Para 
un tramo determinado de número ¿, son válidas las fórmulas (2.28) 
y (2.29), es décir, 


3M; 3M4 
ra, pa 
o + FR (TA 


siendo M,, la parte del momento torsor que corresponde al tramo 
i y q, el desplazamiento angular, que es único para todos los tramos. 
Despejando de estas expresiones M,, obtendremos, 


1 Tas =96 de, 
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o teniendo en cuenta (2.30), 


3M, 
a (2.3: 
lo Pol +... + Oña (2011 

El método de determinación de las tensiones expuesto para el 
caso de un perfil abierto es aproximado, puesto que no tiene en cuenta 
las tensiones locales elevadas en 
los ángulos entrantes del porfil 


1, 









Flg. 102, Fig. 103, 


quebrado. Cuanto menor sea el radio de la curva do los ángulos en- 
trantes, tanto mayores serán las tensiones locales. Esto se ilustra 
claramente mediante la analogía de la membrana (fig. 103). El 


ZO. SL. 


Fig. 104. 








ángulo de inclinación local de la membrana «a en el punto Á es mayor 
que en el resto de los puntos del contorno interior. Para evitar las 
grandes sobretensiones locales los ángulos entrantes se redondean. 

Analicemos ahora la torsión de una barra de sección transversal 
constituida por un perfil de paredes delgadas cerrado (fig. 104). 

En este caso, a diferencia del caso anterior, las tensiones se dis- 
tribuyen de manera uniforme dentro del espesor del perfil. Separemos 
de la barra un prisma elemental de longitud dz. La dimensión del 
prisma en la dirección del arco del contorno, es decir, la distancia 
entre los puntos 7 y 2, es arbitraria. Supongamos que el espesor del 
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contorno en el punto 1 es $, y en el punto 2, 8,. Designamos por 1, 
y 1, las tensiones en la sección transversal. En las secciones longitu- 
dinales aparecerán entonces las tensiones recíprocas T,=", Y ¿=Ty> 
Planteemos para el elemento separado la ecuación de equilibrio 
proyectando todas las fuerzas sobre la dirección del eje de la barra 
1,6,d2 =1,6,d2. 
Como los puntos 7 y 2 están escogidos de manera arbitraria, tó= 
=const. 
Así pues, el producto Tó no varía a lo largo del contorno cerrado. 
En los tramos de menor espesor, las tensiones serán mayores. 
Expresemos ahora el momento torsor a través de las tensiones T. 
Para ello, escogemos en el contorno un tramo elemental de longitud 
ds (fig. 105). El momento de la fuerza 
6 ds respecto al punto arbitrario O será 
6 ds OA. Entonces, 


M,=| 1604 ds. 


; 
Como el producto 15 es constante a lo 
largo del arco del contorno, obtendro- 
mos, 











nc iós. M, $04 de. 

El producto OA ds es el doblo del área del triángulo OBC, y la in- 
tegral do este producto sobre la longitud del contorno cerrado, será 
entonces igual al duplo del área limitada por la línea media del con= 
torno. Designemos esta área por F* para diferenciarla de F' que es el 
área de la sección transversal real. Así pues, 


M,=102F* 


M, 
Tax = ZP E" (2.32) 
Falta por determinar el desplazamiento angular p para la barra 
de paredes delgadas de contorno de la sección cerrado. Lo haremos 
comparando la energía potencial de la barra, expresada primero por 
la tensión t y después por el momento exterior M. Veamos la ex- 
presión de la energía potencial unitaria del deslizamiento (2.3), 
a 
U=z. 
La energía acumulada en el volumen elemental de dimensiones 
de, de y O será, 





La tonsión máxima será 


dU =3q 6de de. 
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Esta expresión deberá ser integrada sobre la longitud de la 
barra 1 y sobre el arco del contorno cerrado. Si la barra es ho- 
mogénea a lo largo de su eje, entonces 

1 100% Cde 
U=2%G ÚJ EA 


La última integral depende de la ley de variación del espesor 
en el contorno y es una característica geométrica de la sección. 
Teniendo en cuenta que 


obtendremos, 


Por otra parte, la energía U se puedo expresar como el trabajo 
del momento exterior M en el desplazamiento angular q, es decir, 
U==5 Mg. 


Comparando estas dos expresiones hallaremos, 
Du pd 
970) 5 
; 


Si el espesor 3 es constante a lo largo del contorno, 
y 
e 2.33) 
siendo s la longitud del contorno cerrado. 
Ejemplo 2.4. Determinar la tonsión y el desplazamiento angular on ol tubo 


lolgada hecho de una lámi y 
a) los bordes de la lámina son libres (fig. 106, a), 








mM _ 30 
=D DE 

En el sogundo caso, el perfil es cerrado. Las fórmulas (2.32) y (2,33) 
derán en esto caso, y 


m 
pr e 
as 





4 
Para una comparación más ilusirativa, veamos las relaciones de las tensiones 
y los ángulos, 





110 Cap. 11. Torsión 





Así pues, la relación de las tensiones es del orden de D/O y la do los ángulos 
de giro del orden de D*/0% Pero, como de la definición de los perfiles de paredes 
delgadas se deduce que D es mucho mayor que 3, resulta que el perfil cerrado es 
bastante más resistente y más rígido aún que el mismo perfil abierto. 

Esta deducción es general. El momento exterior cuando se aplica a una barra 
de sección cerrada se equilibra por los momentos d9 las fuerzas interiores cuyos 
brazos son del orden de las dimensiones transversales de la sección, mientras que 
cuando se aplica a una barra de perfil abierto, los brazos son del orden del espe- 
sor. De aqui se deduce que las tensiones tangenciales en el perfil abierto serán 
mayores que las tnsiones en el perfil cerrado en la misma proporción en que las 
dimensiones de la sección transversal son mayores que su espesor. 





mm 
a) 7 
m, 
mM 
4) 
by 
, y 
Flg. 106, Flg. 108, 


Ejemplo 2.5. Dado el momento M y para las mismas dimensionos de la barra 

ml ojemplo anterior, determinar el esfuerzo correspondiente a un remache 
. 408, b). 

e on ds secciones longitudinales separamos del tubo una junta remacha 
(tig. 107). La fuerza que actúa sobre los remaches a lo largo de la generatriz 

cilíndro es P==1Ól, pero como 






t= m 
PEA 
resulta, 
mu 
Pz aDr* 
Si el número de remaches es n, entonces la fuerza que corresponde a uno de 
ellos será P/n. 
a cuadro de ls fuerzas representado en l figura 107 en doducs que cuando 
o May romaches los extremos d la lámina se desplazan Jo largo de l genor- 
triz, La sección transversal en este caso saldrá de an no original y tendrá 1, 
lo que se llama alabeo de la sección. La limitación de este alabeo conduce al 
mento de la rigidez y de la resistencia de la barra. Cuando requerimientos 
constructivos, de montaje o de mantenimiento nos vemos obligados a emplear 
fos partidos abiertos, so pretendo Imponer limitaciones locales al alaboo. "Así, 
or ejemplo, en la figura 108 está representada una barra de perfil de paredos 
Belgadas abíerto, donde mediante el eiapotramiento rigido y la existencia de dos 
Jistones se limita el alaboo. La torsión en estas condiciones se denomina torsión 
restringida. Esta cuestión se analizará en el capítulo XI. 
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Ejem A una barra de paredes delgadas de ección.tipo canal (fig. 109) 
se la suelda una barra de sección angular. Determinar en cuántas veces aumenta 
la rigidoz de en cuántas veces disminuyen las tensiones, 








manteniendo 
Para el pertil e vane La fórmula (2.30) dará lo AS 
siguiente, EN 
= A 
e a an AN 
mientras que ol caso de la sección compuesta, ZN 
a ÁS 
SS] AN 
Es decir, que la rigidez aumentará ZLASSESSSÓS 
36+8h A] 
D4+h Fig. 109. 


Las tensiones se calculan por la fórmula (2:31) que, en ul caso del 
portil canal dará, 





E] 
y en ol de la sección compuesta, 


Es decir, después de soldar el perfil angular, las tensionos desminuirán 
13048 
2 24h 


En la tablo 3 vienen dados los factores geométricos W, e 1, que 
figuran en las fórmulas de las tensiones y de los ángulos de giro 





M mu 
a PER 
correspondientes a barras de secciones transversales distintas, 
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Capítulo [II 


CARACTERISTICAS GEOMETRICAS 
DE LAS SECCIONES TRANSVERSALES 
DE LAS BARRAS 


$ 25. Momentos estáticos de la sección 


Al resolver problemas relacionados con la flexión, surgirá la ne- 
cesidad de operar con ciertas características geométricas de las sec- 
ciones transversales de la barra. Estas características se emplean 
principalmente en los problemas de la flexión y debido a su carácter 
aplicado, no se estudian en el curso general de geometría, sino en el 


Y Y 





Fig. 410. Fig. UL 


curso de resistencia de materiales. Este capítulo está dedicado preci- 
samente a esta cuestión. 

Supongamos cierta sección transversal de la barra (fig. 110), 
referida al sistema de coordenadas z, y y analicemos las integrales 
siguientes: 


S¿=/ydP. 
P 


3.1 
S,=5=dF ee 
? 


El subíndice F de la integral indica que-la integración se realiza 
sobre todo ol área de la sección. Cada una de estas integrales repre- 
senta la suma de los productos de las áreas elementales dF por la 
distancia al ejo correspondiente (2 6 y. 

La primera integral so denomina momento estático de la sección 
respecto al eje z y la segunda, respecto al eje y. Se mide el momento 
estático en cm”. 
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Al desplazar paralelamente los ejes, lós momentos estáticos va- 
rían. Veamos dos pares de ejes paralolos 7,4, Y ZYe- Supongamos que 
la distancia entre los ejes z, y =, es b y entre los ejes yr e ya, a (fig. 111). 
Supongamos también que ol área de la sección F' y los momontos 
estáticos respecto a los ejes z, e y,, es decir, S,, y 3,,, están dados, 
Determinemos S,, y Sy, 
Está claro que, 
2,=2,—4, Y=Y4—b, 


resultando que los momentos estáticos que se buscan serán, 
S.= $ (m—bar, Ss, =|(,—0)aF, 
? 


O ses, 
S,=S,—bP, 8, =S,—aP. 


Así pues, al desplazar paralelamente los ejes, el momento está- 
tico varía en una magnitud igual al producto del área F por la dis- 
tancia entre los ejes. 

Veamos con más detalle, por ejemplo, la primera de las expresio- 
nes obtenidas, 

8, =S, —F. 


La magnitud de b puede ser cualquiera, tanto positiva como negativa. 
Por eso, siempre se puede escoger (de manera única) de tal forma que 
el producto bF sea igual a Sz,. Entonces el momento estático Sx, 
respecto al eje z, será igual a cero. 

El eje, respecto al cual el momento estático es igual a cero so 
denomina je central. En el conjunto de ejes paralelos solamente uno 
es central y la distancia do este eje a otro arbitrario z, será, 





Sa 
bro (3.2) 


De manera análoga, para el otro conjunto de ejes paralelos se 
obtiene, 





(3.3) 


El punto de intersección de los ejes centrales se denomina centro 
de gravedad de la sección (baricentro). Girando los ejes se puede demos- 
trar que el momento estático respecto a cualquier eje que pase por el 
centro de gravedad es igual a cero. : 

Fácilmente se demuestra la identidad de esta definición del 
centro de gravedad y la definición general, según la cual el centro de 
gravedad es el punto de aplicación de las resultantes de las fuerzas 
de gravedad. Si consideramos a la sección como una placa homogénea, 
la fuerza de gravedad de la placa en todos los puntos será proporcional 
al área elemental dF y el momento de las fuerzas del peso respecto a 
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cierto ejo, proporcional al momento estático. Este momento de las 
fuerzas de gravedad respecto al eje que pasa por el centro de gravedad 
es igual a cero, convirtiéndose también en cero el momento estático 
respecto al eje central. 

Las expresiones (3.2) y (3.3) permiten determinar la posición 
del centro de gravedad, si se conocen los momentos estáticos o, al 
revés, determinar los momentos es- 
táticos, si se conoce la posición del 
centro de gravedad. 

Veamos los ejomplos más sim- 
ples. 


Ejemplo 3.1. Determinar la distancia 
desde la bazo hasta al centro de gravedad 

del triángulo (fig. 112 

Comenzamos a lcterminar el mo- 
mento estático del triángulo respocto al 





Sy= $ mar. 


Fig 112. 7 





El área olemental es dP==cdy. De la secmojansa de los triángulos corros- 
pondientes obtendremos, 
emb ns 


solo: 5 la baso dol triángulo y A, su altura, 
í_ pues, 


Su + (Av) Y dv. 04 


Uni vez calculada la integral hallaremos, 





Sa 


ss cie, que la distancia desde la base del triáogulo hasta el contro de gra- 
vodad será, 








(ig. 112). 
Ejemplo. ps Determinar la posición del centro de gravedad de una sección 
compuesta: ( 
vistos la seión so tres figuras elomentelos: triángulo, rectángulo y 
semicírculo, Escogomos un sistema arbitrario de ejes, e y, y determinamos las 
coordenadas de los centros de gravedad de las figuras ponentes. El centro de 
ravedad del triángulo C, se encuentra de la baño a al, 7 ds da al la altura ys el a 
ls gravedad del rectángulo C, se encuentra en el punto de intersección de las 
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líneas medias. El centro de gravedad del semicírculo se encuentra en el eje de 
simetría a la distancia %£ del diámetro vertical (Mg. 448). 


La manera más fácil de obtener esta última expresión consite on aplicar el 
teorema de Guldin. Girando el semicírculo respecto a su diámetro, se obtieno el 
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cuerpo do revolución que cofncide con esfera y cuyo volumon es igual al producto 
del arco 2nc por el área del semicírculo, 


. 
Farre, 
de dondo se obtiene, 
4R 
e. 
Calculemos ahora el momento estático de la fígura compuesta, como la 
suma de los momentos estáticos de las figuras componentes, 


Sa Pryor Pale h Faves: 
Así se obtiene, 


Sy= + 50-30-10-+30-60-204+ 129 40=88 100 mm, 


S, 


+ 20-00-20+4-30-00-45+-1 29" (304620) ..33200 mu. 
g da 
El área de la figura compuesta será 
P=380-304-30:004 "3390 mun 
y las coordenadas buscadas del centro de gravedad en el sistema de ejes 21 € yw 


S, $; 
2.==997 mm, v.==20,5 mm. 





118 Cap. III. Características geométricas de las secciones 





$ 26. Momentos de inercia de la sección 


Como complemento de los momentos estáticos analicemos tam- 
bién las tres integrales siguientes: 


L=[94P, 1,=f24P, 1,=|2yaF, (8.5) 
? ? ? 


siendo como antes, z e y las coordenadas variables del área elemental 
dF en un sistema de coordenadas arbitrario z, y (fig. 110). Las dos 
primeras integrales se denominan momentos de inercia aziales de la 
sección respecto a los ejes z e y respectivamente. La tercera integral se 
denomina producto de inercia de la sección respecto a los ejes x e y. 
Los momentos de inercia se miden en cm. 

Los momentos axiales de inercia son siempre positivos puesto que 
se considera positiva el área dF. El producto de inercia puede ser 
tanto positivo como negativo según donde esté situada la sección 
respecto a los ejes z, y. 

Obtengamos ahora las fórmulas para la transformación de los 
momentos de inercia al desplazar paralelamente los ejes. Para ello 
consideremos otra vez la figura 111. Supongamos dados los momentos 
de inercia y los momentos estáticos respecto a los ejes x, e y, y detor- 
minemos los momentos de inercia respecto a los ejes z, € y, 


L=516dP. 1, =|230F; Lap Sad. 
? ? 


Introduciendo aquí x= 
1, = | (y —oP dF, 1 
? 





—a e y,=y,—b, obtendremos, 
=5 (2, —a)* aF, 
LS 








La Ñ (2,0) (y, —5) 8F, 


y, abriendo los paréntesis, de acuerdo con las notaciones (3.1) 
y (3.5), 





1,,=1,—2D8z, +b*F, 

Ly =1,—208, +0F, (2.6) 
Laya Lx y 708 4, —08,, + 0bF. 
Cuando los ejes z, e y, son centrales, S,,=S,,=0 y entonces 
las expresiones obtenidas se simplifican considerablemento, 
1, =1,+PF, 

Ly = Ly HF, (8.7) 

Lay = Lay + 00F. 


En 
Es decir, que cuando los ejes so desplazan paralelamente (siendo uno 
de ellos eje centra!) los momentos de inercia axiales varían on una 
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magnitud igual al producto del área por el cuadrado de la distancia 
entre los ejes. 

Do las dos primeras fórmulas (3.7) so deduce que en el conjunto 
de ejes paralelos el momento mínimo de inercia correspondo al ejo 
central (a=0 6 9=0). Por eso es fácil comprender que al pasar de los 
ejes centrales a los ejes no centrales, los momentos de inercia axiales 
aumentan en las magnitudes a*F y b*F, mientras que al pasar de los 
ejes no centrales a los ejes contrales los momentos de inercia dismi- 
nuyen en las mismas magnitudes. 

Al calcular el producto de inercia por las fórmulas (3.7) se debe 
tener en cuenta el signo de a y 5. Se puede, sin embargo, establecer 
directamente en que sentido varía la magnitud de /,, al desplazar 





Fig. 114, 


paralelamente los ejes. Para ello debe tenerse en cuenta que la parte 
del área situada en los cuadrantes I y 111 del sistema de coordenadas 
z,y, (fig. 114) de un valor positivo del producto do inercia, mientras 
que las partes del área que se encuentra en los cuadrantes II y [V, 
darán valores negativos. Por lo tanto, al desplazar los ejes, lo más 
fácil resulta establecer el signo del sumando abF según que de las 
cuatro componentes del área aumenten o disminuyan. Así, si pasa- 
mos de los ejes centrales =,y, (fig. 114) a los ejes z,y,, observaremos 
que aumenta considerablemente el área del IV cuadrante y, por lo 
tanto, disminuirá el momento de inercia lo que indica que el producto 
abF' debe restarse del momento /,,,. 

Doterminemos, en los ejemplos que siguen, los momentos de iner- 
cía de las secciones simples respecto a los ejes característicos. 





Ejemplo 3.3. Calcular el momento de inercia del rectángulo de base b y de 
altura A, respecto a su base y respecto al eje central paralelo a la base (fig. 145). 
El momento de inercia respecto al eje x, será, 


» 
La=S mer=f 10 da 
? 
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BR 


lame: 


De acuerdo a la fórmula (3.7) obtendremos el momento de inercia res- 


pecto y eje cent AS 
Let ($)* 





o seo, 
E 
E. 
Ejemplo 3.4. Calcular el momento de inercia del triángulo oxaminado 
jaroraent (08. 162), respecto anu baso y respecto alejo contra paralelo 


“Para no repetir las mismas operaciones, volvamos a la expresión (3.4) para 
el momento estático del triángulo y sustituyamos a y, de la expresión que so in- 


togra por yl. Obtendremos entonces, $ 
b 
la =E 000 0ó, 
de donde ballaremos, 
mo 
ISE + 
Por la fórmula para ol cálculo de los momentos respecto a ejes paralelos se 


¡ene el momento de inercia del triángulo res- 
pacto doll ej central < (lg 112), 


fintos (3) P, 






Ef dis, Determinar el producto de 
inercia del triángulo rectóx to a los 
ejes coinciden con sus cio les 1i0. 

aremos el elemento di Ñ 





no yal 7 Pa 08. 
[Ap por et Mo dry a 





a 
ñ 
Loy (AB) =0, 0 1 dut. 


hw» 





» 
Lg (AB) == (0 do 
Integrando esta expresión respecto a y, de cero a A, obtendremos, 
% 
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Pasemos ahora al sistema de ejes centrales zy (fig. 116). Se observa entonces 
que aumentan las Áreas ubicadas en los cuadrantes 11 y [V, que dan e 


Jivos del producto de inercia. Por lo tanto, /x,y,, según la fórmula para 
culo de los momentos respecto a ejes paralelos, disminuye y se le resta el produc- 
to abF, es decir, pos 


0) 
Loy =lay—G 320 0 Lay => 


El producto de Inercia respecto a los ejes z, y resultó, como vemos, negativo, 


$ 27. Ejes principales y momentos 
principales de inercia 


Veamos ahora cómo varían los momentos de inercia al girar 
los ejes de coordenadas. Supongamos dados los momentos de íner- 
cia de cierta sección respecto a los ejes z, y (que pueden no ser 
contrales). Caleulomos /, /, 8 1,y es decir, los momentos do iner- 
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cía respecto 
ma inicia) (fig. 1 

Proyectamos el cuadrilátero cerrado OABCO sobre los ejes u y ». 
Como la proyección de la línea quebrada es igual a la proyección de 
la línea de cierre, obtendremos, 





los ajos u, y girados un ángulo a respecto al sisto- 





U=yYS0NAAZTCOSA, V=Y COS L—Z SON 0. 


Despejamos en las expresiones 


1, 





Jura, 1,=| dr e 1,,=| uo dP 
Pr P 1d 
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las magnitudes u y v, obteniendo, 
1,=f(cosa—zsena)tdr, 


1, =S (y sen a +2008 a)* dP, 
? 

Ly =S (y cos a—z sen a) (y sen a + 7008 a) dF, 
? 


de donde hallamos, 
1, =1,00s* a—L,, sen 2a +1, senta, 


1, =1,sen* a+ 1, sen2a +1, cos* a, (8) 


LI, 
1,0 =1,y 008 20.4 2 sen 2a. 
Veamos las dos primeras ecuaciones. Sumándolas término a tór- 
mino tendremos, 
Il =1 +1 =8 (9420 dF. 
? 
Así pues, Ja suma de los momentos axiales de inercia respecto 


a dos ejes ortogonales no depende del ángulo a y permanece cons- 
tante al girar los ejes. Observando que 


ny=p, 
siendo" p, la distancia desdo el origen de las coordenadas al área 
elomontal (fig. 117), obtendremos, 


Le+ly= lp (3.9) 
siendo /,, el momento polar de inercia que ya conocemos, 


l)=prar 





y cuya magnitud, claro está, no depende del giro de los ejes 2y. 
Partiendo do la expresión (3.9) se determina fácilmente el momento 
axial de inercia del círculo respecto a su diámetro. Puesto que debido 
a lo simetría /,=/,, obtendremos, 


tt H, 
y como ya conocemos la magnitud de /,, 
1 aDe 
” a: 
es decir, que en el caso del círculo, 
aDe 
LL =E- 
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A] variar el ángulo a de giro de los ejes, cada una de las magni- 
tudes 7, y 1, varía mientras que su suma permanece constante. Es 
decir, existe un ángulo « tal que uno de los momentos de inercia al- 
canza a su máximo valor, mientras que el otro alcanza su valor mí- 
nimo. 

Derivando la expresión de 1, (3.8) respecto a a e igualando la 
derivada a cero, obtendremos, 


21, 
a (3.10) 








Guando « adquiere este valor, uno de los momentos axiales de 
inercia será máximo y el otro mínimo. Al mismo tiempo, el producto 
de inercia /,, correspondiente a este ángulo a sorá igual a cero, lo 
que fácilmente se obtiene de la fórmula (3.8). 

Los ejes, respecto a los cuales el producto de inercia es igual a 
cero, mientras que los momentos axiales de inercia adquieren valores 
extremos, se denominan ejes principales. Si al mismo tiempo estos 
ejes son también centrales, se denominarán entonces ejes principales 
centrales. Los momentos axiales de inercia respecto a los ejes princi- 
pales se donominan momentos de inercia principales. Determinemos 
estos momentos de inercia. Para ello escribimos las dos primeras 
fórmulas de (3.8) en la forma siguiente, 

LsHy ly—ls 
1 2222008 2a—1 y son 2a, 
+b 
7 





1,—1, 
+ 2008 2a + 1, sen 2a. 


Teniendo en cuenta que 


1 tg2a 
cl y sn 


y si, mediante la expresión (3.10), eliminamos el ángulo a, obten- 
dremos, a 
Ll, Ly 
la Y ED. (8:11) 
El signo superior corresponde al momento de inercia máximo y el 
inferior, al mínimo. Una vez dibujada a escala la sección y después 
do indicar la posición de los ejes principales, es fácil, a simple vista, 
establecer cual de estos dos ejes corresponde al momento En inercia 
máximo y cual de ellos corresponde al momento de inercia mínimo. 
Si la sección tiene un ejo de simetría, este eje siempre será, claro 
está, ejo principal (ig. 116, puesto que el producto de ¡nera de la 
Parte de la sección ubicada a un lado del ejo será igual, pero de signo 
contrario, al producto de inercia de la otra parte que se encuentra 
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al otro lado del 
son ejes principales. 

Veamos algunos ejemplos de determinación de los ejes principales 
y de los momentos principales de inercia. 


Es decir 1,,=0, resultando que los ejes z e y 








jemplo 3.6. Determinar la posición de los ej incipales centrales y los 
ias principales del trif rectángulo de la is id 
Flg. 119, Fig. 119. 


De acuerdo con lo expuesto anteriormente, para los ojes centrales paralelos 
a los catetos se obtiene, 





De la fórmula (3.10) ballaremos, Á 
a 


, entonces 48", ue el eje principal coincidirá con el 
imetría del isigilo e pearl la fórmula (3.41) so deduce que, 


Imaz ES VIT) 


Jemplo 3.7. potermicar la posición de Jos ejes principales contrales y os 
momen rincipales de inercia para la sección com a de la figura 
¡ción del centro de gravedad € de esta sección fue obten ya otros: 
«sente Hallamsonabara jos sceacaios dd inerola de La figuras que componen la 
sección respecto al sistema de ejes arbitrario =,y, obt 
para el triángulo 





Si 
ojo de 

















50.30% 
la 
30-609 A "7 
Ly = E —=540000 mmt=54 em, 
302.608 





Lp == 135 000 mans =— 13,5 cin, 
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para el rectángulo 


¡A E 2.100.000 mmt=248 cm4, 





y 232 0000 mt cm 


El producto de inercia del rectóngulo se determine desplazando los ojes, es 
decír, que 


Lx Ley e 0P, 6 1 xy: =0-+-30-15-30-60=810000 mmt=81 cm, 





para el semicirculo, recurriendo de nuevo al desplazamiento de los ejes, 
obtendremos para los momentos de inercia respecto a los ejes centrales 4Y, 


LP 02800 mmat=6,28 cm, 


lpm ly or == Ey Lon 560 mmt==1,76 cm, 


Ley=0, 
y 0 
y para los momentos de inercia respecto a los ejes 21Y1, 


La = 628004409 2202 4 068000 muat=107 cm, 


Ly, =17.560-+(30-+0)% a 948.000 mmt=94,8 cms, 





Ley =0+00+0) 40 222 907 000 mm8=96,7 cmó, 


Sumando los valores obtenidos de los momentos de inercia de las 
componen la sección, hallamos los momentos de inercia de tod: 
respecto a los ejes z¡Y,, 





Lo =336 cmt, 1,,=203 cm, Loy, =164 cm. 


Pasamos ahora e los ejes z, y, aprovechendo para ello las coordenadas dol 
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centro de gravedad C obtonidas anteriormente, 


1,=396—2,65%-33,3=103 cmn4, 
1, =203—0,9972.33,3=170 cmn' 
Ly =164—0,997-2,65-33,3=76,8 om, 


Por la fórmula (3.10) obtendremos, 








En la figura 120 está dada la posición de los ejes principales centrales. De la 
fórmula (3.14) hallacomos, 


Imax=220 c104, Jin =59,0 cms. 


El eje u de la figura 120 corresponde al valor mínimo del momento de 
inercia y el eje v, al valor máximo del momento. 





Capítulo IV 


FLEXION 


$ 28. Factores de fuerza interiores que ocurren 
en las secciones transversales de la barra en la flexión 


Se entiende por flexión el caso de solicitación cuando en las sec- 
ciones transversales de la barra aparecen momentos flectores (véase 
el $ 3). Si el momento flector en la sección es el único factor de fuerza 
existente, mientras que las fuerzas cortantes y la fuerza normal son 
nulas, entonces la flexión se denomina flexión pura. En la mayoría 
de los casos en las secciones transversales de la barra, simultáneamente 
a los momentos flectores, aparecen también fuerzas cortantes. En 
este caso se dice que la flexión es transversal. La clasificación de los 
tipos de flexión se realiza también atendiéndose a otros aspectos, al- 
gunos de los cuales serán estudiados más adelante. La barra que tra- 
baja principalmente a flexión se denomina viga. 

Para orientarse correctamente en los problemas relacionados con 
el cálculo de la barra a flexión, es necesario ante todo, saber determi- 
nar las leyes de variación de los factores de fuerza interiores, es decir, 
aprendor a construir los diagramas de los momentos flectores y de 
las fuerzas cortantes. Veamos algunos ejemplos característicos y es- 
tablezcamos las réglas necesarias. 

En la figura 121, a está representado ol caso más simple de una 
viga de dos apoyos solicitada por la fuerza P. Recordemos una vez 
más, que el esquoma indicado, así como todos los que se analizaron 
hasta aquí y los que serán analizados más adelanto, fue obtenido por 
los procedimientos expuestos on el $ 2 para la elección del esquema do 
cálculo. A esto esquema de la viga de dos apoyos, se reducen muchas 
estructuras de máquinas, como, por ejemplo, la viga del puente grúa 
indicado en la figura 122. 

El análisis de las fuerzas interiores comienza generalmente por la 
determinación completa del sistema de fuerzas exteriores. En nuestro 
caso es necesario determinar las reacciones de apoyo. De las condicio- 
nes de equilibrio se obtiene para las reacciones, 








(véase la figura 124). 
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Trazamos la sección C (fig. 121) a la distancia z del apoyo izquier- 
do y dividimos la viga en dos partes. Para que cada parto se encuentre 
en equilibrio, es necesario aplicar en la sección C la fuerza Q y el 
momento My... Estos factores de fuerza se determinan de las condi- 
ciones de equilibrio de una de las partes de la barra. En el $ 3 se 





Flg. 122. 


demostró que la magnitud de las fuerzas interiores no depende de 
quo se analicen las condiciones de equilibrio de la parte derecha o de 
la parte izquierda de la barra (fig. 121, c). En nuestro caso es prefe- 
riblo analizar la parte izquierda. 

Planteando la suma de los momentos de todas las fuerzas que 
actúan sobre la parte izquierda de la barra, respecto al eje central 
transversal de la sección C e igualando esta suma a cero, obtendremos, 


Mp =P yz. 
Si a lo izquierda de la sección C actuase no una fuerza sino varias, 


la magnitud del momento flector My, en la sección se determinaría 
como la suma de los momentos de estas fuerzas. Así pues, el momento 
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flector en la sección se puede interpretar como la suma de los momen- 
tos respecto al eje transversal de la sección de todas las fuerzas ubica- 
das a un lado de esta sección. En adelante, para evitar dibujos com- 
plicados, que ilustren el equilibrio de las partes separadas do la barra, 
el momento flector se determinará precisamente por este procedi- 
miento. z 

El signo del momento (lector se establece en función del signo do 
la curvatura de la barra flexionada (fig. 123) y depende de la orlenta- 
ción escogida del sistema de ejes de coordenadas exterior inmóvil 
zy. Si el eje y (fig. 123) se orienta en dirección contraria, variará el 


0 ( EA 


yl —AA]| 
La ordenada 
7 hacia abajo 


Flg. 129. Flg. 124, 





signo de la curvatura y, por lo tanto, también el del momento flector. 
Esta regla para los signos se emplea al determinar los desplazamion- 
tos de la barra y al determinar la forma del eje de la viga flexionada. 

Al construir los diagramas de los momentos flectores se emplea 
otra regla de signos (regla de signos relativos), según la cual el signo 
del momento flector no depende de la orientación de los ejes oxterio- 
res. El diagrama de los momentos se construye en el eje de la barra y 
la ordenada del momento se sitúa en la zona cóncava de la línea olásti- 
ca, O sea, como se dice, el diagrama de los momentos se construye 
en la fibra comprimida. Esta regla se puede interpretar también 
de otra manera. 

Si la suma do los momentos de las fuerzas que actúan sobre la 
parte izquierda de la barra equivale a un momento resultante dirigido 
según las manecillas del reloj, entonces la ordenada del momento flec- 
tor en la sección se ubica hacia arriba. Cuando el momento resultan- 
te exterior de la izquierda gira en contra de las manecillas del reloj, 
la ordenada del momento flector se ubica hacia abajo. 

Para las fuerzas que se encuentran a la derecha de la sección, 
tiene lugar la regla inversa, es decir, cuando el momento resultante 
gira según las manecillas del reloj, la ordenada se sitúa hacia abajo 
y cuando gira en contra de las manecillas del reloj, hacia arriba. Esto 
se ilustra en el esquema de la figura 124. 

Volviendo al ejemplo que veníamos analizando de la viga sobre 
dos apoyos, observamos que el momento de la fuerza P, situada a la 
izquierda de la sección C gira según las manecillas del reloj, por lo que 








5-18) 
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situamos la ordenada del momento flector.en la sección C hacia 
arriba. 
Cuando z varía entre O y a, el momento flector será, 


Po 
Mu=+ps 


En el tramo de la derecha z varía entre a y a-+b. El momento 
flector en la sección C” se determina con mayor facilidad como la 
suma de los momentos de las fuerzas exteriores situadas a la derecha 
de la sección, es decir 


Mpe=+Pa(a+b—=2)= + (+02). 
La ordenada del momento está dirigida hacia arriba puesto que 


el momento de la fuerza exterior situada a la derecha de la sección 
C' está orientado en contra de las manecillas del reloj. 





¿8 Ñ 
CO 3 


Flg. 125, 


Do acuerdo con las expresiones de los momentos flectores obteni- 
das, se puedo construir el diagrama de los momentos flectores de la 
figura 125. El diagrama está constituido por segmentos rectos y, 
en toda la longitud de la viga, se sitúa sobre ella. Esto quiere decir 
que la concavidad del eje de la viga deformada, denominado línea 
elástica, está orientada en toda la longitud de la viga hacia arriba, 
lo que en este caso es evidente. 

Calculemos ahora las fuerzas cortantes Q. De.la condición de equi- 
Mbrio de la parte derecha o de la parte izquierda de la barra seccionada 
(fig. 121) se deduce que 


Q=P, 6 0=P—Pa=Py 


En-todos-los casos, la fuerza cortante en una barra recta es igual 
a la suma de las proyecciones de todas las fuerzas exteriores situadas 
a uno de los lados de la sección, sobre el plano de la sección. De aquí 
se deduce la.regla de los signos de la fuerza cortante. Si la suma de las 
fuerzas exteriores que se encuentran a la izquierda de la sección ori- 
gina una resultante dirigida hacia arciba, entonces la fuerza cortante 
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én la sección se considerará posttiva, en caso contrario, negativa. Para 
la parte derecha de la viga se obtiene: si la resultante está dirigida 
hacia abajo la fuerza cortante será positiva y en caso contrario, ne- 
gativa. Esta regla se ilustra en la figura 126, 

En el caso que analizamos de la viga de dos apoyos, la fuerza Py 
quese encuentra a la izquierda de la sección C, está dirigida hacia 
arriba y, por lo tanto, 

Pb 


0=+Pa= + o + / + 
En el tramo derecho de la viga, la 

fuerza Pp situada a la derecha de la sec- ¿, 

ción C' está dirigida hacia arriba y, por Y — 


lo tanto, la fuerza cortante en este tra» 
mo será negativa, Fig. 126. 


El diagrama de las fuerzas cortantes para la viga de dos apoyos 
en cuestión está constituida por dos rectángulos (fig. 125). 

Veamos algunos ejemplos más de construcción de los diagramas 
del momento flector y de la fuerza cortante, 

La viga de dos apoyos de longitud 1 está solicitada por una carga 
uniformemente distribuida que representa el peso propio de la viga. 
Estas fuerzas se caracterizan por su intensidad g en kgf/cm, es decir, 








por la fuerza correspondiente a la unidad de longitud de la barra 
(fig. 127). Determinemos las reacciones de apoyo, 


P=Pa=E. 





En la figura 127 estas fuerzas están representadas convencional- 
mente en el sistema dado. Hablando en rigor, ellas deberían estar 
representadas en otro dibujo, en la viga sin ligaduras exteriores, 
puesto que estas fuerzas sustituyen a la acción de las ligaduras, En ol 
ejemplo anterior (fig. 121), se obró precisamente de este modo. Pero, 
sin embargo, para simplificar el problema, las reacciones, conven- 
cionalmente, se representan como hemos hecho en este caso. 

La suma do los momentos de las fuerzas exteriores que se encuen- 
tran a un lado de la sección, por ejemplo, a la izquierda de ésta, sorá 


Moe= +. + 


siendo P,z, el momento de la fuerza P.,,-orientado según las manecí- 
llas del reloj (positivo), gz, la fuerza del peso propio correspondiente a 
la longitud s. La resultante de esta fuerza está aplicada en el centro 
del tramo de longitud z y tiene pues un brázo igual a 2/2, y así pues, 
el momento de esta fuerza, situada a la izquierda de la sección C, 


s 
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estará orientado contra las manecillas del reloj y es negativo. Es 
decir, 
a 5 
MF. 
El diagrama del momento flector está representado por una pa- 
rábola (fig. 127). El valor máximo del momento flector tiene lugar 


fp Pa 


AAA 7 FS 3 
ANP: REP 






en la sección media del tramo cuando 2=-=,, 


Mu 


La fuerza cortante en la sección C es igual a la suma de las 
fuerzas situadas a uno de los lados de la sección. 





El diagrama de la fuerza cortante está representado por una recta. 

En la figura 128 so da la construcción de los diagramas de los mo- 
mentos flectores y fuerzas cortantes para el caso de la viga empotrada 
en un extremo. Este tipo de viga se denomina generalmente voladizo. 
En esto caso, la viga no tiene ligaduras en su-oxtremo derecho y, por 
lo tanto, la determinación de los momentos flectores y las fuerzas 
cortantes en cualquier sección se puede levar a cabo sin determinar 
previamente. las reacciones de apoyo. 

En la sección media del voladizo, mediante una traviesa, se trans- 
mite el momento del par de fuerzas. Como resultado de esto, en el 
diagrama de los momentos flectores surgirá un salto brusco. Al pasar 

jor la sección C, la suma de los momentos de las fuerzas situadas a la 
deceha o.a la izquierda de la sección, varía bruscamente en la magni- 
tud M. 

Analizando todos los diagramas construidos anteriormente, es 
fácil establecer cierta relación entre los diagramas de los momentos 
flectores y los diagramas de las fuerzas cortantes. Al juzgar por los 
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disgramas, la fuerza cortante Q es la derivada del momento flector M 
respecto a la longitud de la viga. Demostremos esta ley. 
Supongamos una barra apoyada arbitrariamente y solicitada en 
el caso general por una carga distribuida de intensidad ¿=/(2). 
Consideramos positiva la «dirección 
admitida para q (fig. 129). 
Separamos de la barra un elemento 
de longitud dz y, en las secciones, 
aplicamos los momentos M y M+dM, 
así como también las fuerzas cortan- 
tes O y 0+d0Q. Las direcciones de 2 
estos factores de fuerza se consideran Mim: 
positivas de acuerdo con la regla de 
los signos, dada anteriormente. Den- ara 
tro de los límites del elemento peque- 
ño de, se puede considerar que la car- Flg. 120. 
ga q está distribuida uniformemente. 
Igualamos a cero la suma de las proyecciones de todas las fuerzas 
sobre el eje vertical y la suma de los momentos respecto al eje trans- 
versal C. (fig. 129), 


Q+9d:—Q—dQ =0, 
M+0Qd: +qd: É—M—dM =0. 





Simplificando las expresiones obtenidas y prescindiendo de la 

magnitud pequeña de orden superior, hallaremos 
dM 
Ema, == (4.4) 

Así pues, la fuerza cortante es, on efecto, la derivada del momento 
Hector respecto a la longitud de la barra. La derivada de la fuerza cor- 
tante es igual a la intensidad de la carga distribuida exterior q. 

De la expresión (4.1) se pueden obtener algunas conclusiones geno- 
rales sobre el carácter de los diagramas de los momentos flectores y 
las fuerzas cortantes para el caso de una barra recta. 

Si la barra se solicita por una carga uniformemente distribuida 
de intensidad g=const, entonces, obviamento, la función Q será 
lineal y la función M, cuadrática. Esto se puede observar en el ejemplo 
de los diagramas representados en la figura 127. 

Si la barra se solicita por fuerzas o momentos concentrados, en- 
tonces en los tramos entre los puntos de su aplicación la intensidad 
q=0 y, por lo tanto, Q=const y M resulta ser una función lineal de z. 
En los puntos de aplicación de las fuerzas concentradas el diagrama 
de Q sufrirá un salto brusco de magnitud igual a la fuerza exterior 
y en el diagrama de M aparecerá el vértice correspondiente (discon- 
tinuidad de la derivada). 
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$8 29. Tensiones en la barra sometida 
a flexión pura 


Analicemos el caso más simple de flexión, la flexión pura. Como 
se indicó ya, se entiende por flexión pura el caso de solicitación de 
que en las secciones transversales de la barra aparecen solamente mo- 
mentos flectores, siendo Q=0. En los tramos de la barra donde se 
cumple esta condición, el momento flector, según la segunda expre- 
sión de (4.4), permanece constan- 
te (M=const). La flexión pura 
puede surgir para diversas cargas 
exteriores. Algunos ejemplos ca- 
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Prescindiendo de las particularidades de aplicación de las fuerzas 
exteriores y de las particularidades de los apoyos, analicemos sola- 
mente el tramo donde M=const y Q=0. En los extremos de este 
tramo actúan solamente los momentos M (fig. 131, a). 

Debido a la acción de los momentos M la viga so flexiona. Como 
en todas las secciones aparece el mismo momento flector, en el caso 
de una barra homogénea, la variación de la curvatura en todos los tra- 
“mos será la misma. Es decir, en el caso de la flexión pura el eje de la 
barra homogénea adquiere la forma del arco de una circunforencia. 

Es fácil observar que el conjunto de puntos que, antes de la fle- 
xión, se encontraba en el plano de la sección transversal de la barra, 
formará después de la flexión también un plano, pero desplazado en 
el espacio. En efecto, veamos la sección transversal media AA 
(tig. 131, a). De la condición de simetría se deduce que los puntos de 
esta sección no pueden tener desplazamientos preferibles ni hacia la 
derecha ni hacía la izquierda, puesto que lás dos partes se encuentran 
en las mismas condiciones. Es decir que esta sección permanece plana. 
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Dividiendo la barra en dos-partes iguales mediante la sección A4, 
obtendremos dos tramos de longitud dos veces menor que se encuen: 
tran en las mismas condiciones que todo el tramo de: la barra 
(fig. 131, b). Los razonamientos anteriores se pueden repetir para cada 
úno de los tramos obtenidos (fig. 131, c), lo que demuestra que las 
secciones medias de estos tramos también permanecen planas. 

Este proceso de división se puedo continuar. Así so demuestra quo 
en las proximidades de cualquier sección fijada previamente existen 
cuantas se quiera secciones para las cuales se cumple la condición 
de las secciones planas expresada anteriormente. De hecho, esto de- 
muestra que, en general, todas las secciones de la barra homogénea, 
en la flexión pura, no alabean, sino que solamente giran. 





Flg. 132. 


Las deformaciones que acompañan a la flexión pura, se pueden con- 
siderar como el resultado del giro mutuo de las secciones transversales 
planas (fig. 132). Analicemos dos secciones contiguas a la distancia 
dz una de la otra (fig. 133) y consideremos convencionalmento que la 
sección de la izquierda es inmóvil. Entonces, como resultado del 
giro de la sección de la derecha un ángulo d0, las fibras superiores se 
alargarán y las inferiores se acortarán. Existe, claro está, una capa 
donde no existen alargamientos. Denominemos esta capa neutra y la 
representamos por el segmento CD. Como resultado del giro de las 
secciones la variación de la curvatura de la capa neutra será, 


L=É. 
El segmento arbitrario AB=dz (fig. 133) recibirá el incremento 
A'B'—AB. Como las secciones permanecen planas, 

A'B'— AB =(p +4) dd —pd9 =yd, 
siendo y, la distancia desde el segmento AB que se analiza, hasta 
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la capa neutra CD La posición de esta última es por ahora 
desconocida. 
El alargamiento unitario de la capa AB .será, 





(4.2) 
y según la ley de Hooke, 
a=Ec= Ef. (4.3) 


Así pues, en la flexión pura, las tensiones en la sección transversal 
varían linealmente. El lugar geométrico de los puntos de la sección 
que cumplen la condición o=0 se denomina línea neutra de la soc- 
ción. La línea neutra es, claro está, perpendicular al plano de la cur- 
vatura de la barra flexionada. 

Hallemos ahora la relación que existe entre la tensión o y los 
factores de fuerza interiores que aparecen en la sección transversal 
de la barra en la flexión pura. 


y 
dE 


Flg. 194. 


La suma de las fuerzas elementales o dF (fig. 134) es igual a la 
fuerza normal /V en la sección, pero como en la flexión pura N=0, 
obtendremos, 


N=fodP=0, 
o de acuerdo con (4.3) 
E 
5Juar=o, 
es decir, 
fyar =0. 
? 


Esta integral representa el momento estático de la sección respecto 
a la línea neutra, ya conocido por nosotros en el capítulo anterior. 
Como este momento es igual a cero, la línea neutra pasará por el con- 
tro do gravedad de le sección. Así pues, la coordenada y en las expre- 
siones (4.2) y (4.3) queda bien definida y se mide desde el eje contral 
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perpendicular al plano de la curvatura. De la misma manera queda 
determinada la curvatura L como la curvatura de la capa neutra o 


como la curvatura del eje de la barra. 

Ubiguemos definitivamente el sistema de ejes z, y, s fijado a la 
sección (fig. 134). El origen del sistema de coordenadas 0 lo situamos 
en el centro de gravedad de la sección. El eje z lo orientamos según 
la normal a la sección y el eje z lo hacemos coincidir con la línea 
neutra. El ejo y es perpendicular al eje z, y se encuentra, pues, en el 
plano de la variación de la curvatura, Este sistema constituye lo 
Que se denomina sistema móvil de ejes cuya posición en el espacio varía 
de una sección a otra. 

El momento flector en la sección transversal de la barra, al igual 
que la fuerza normal, se puede expresar de manera integral por las 
tensiones o, es decir, 


Jozd?=2M, Jovar=05.. 


Observemos que, en el caso general, el plano del momento flector 
en la sección no coincide con el plano yz (fig. 134). Es decir, 
ción de la curvatura de la barra no ocurre obligatoriamente 
plano del momento flector, Este caso general de flexión lo an: 
mos posteriormente, limitándonos, por ahora, al caso particular más 
sim lo de que coinciden los planos del momento y de la curvatura. 

'eniendo esto en cuenta, resulta que el momento de las fuerzas 
elementales o dF respecto al eje y es igual a cero y el momento de 
estas fuerzas respecto al eje z es igual al momento flector M. Obte- 
nemos pues, 








Gjrrar—o, 5Jyar=x. (4.4) 


De la primera expresión se obtiene, 
L,¿=0, 


Lo que quiere decir que la variación de la curvatura ocurre en el plano 
del momento, si este último pasa por uno de los ejes principales do la 
sección. Esta flexión so denomina flezión recta. En el caso general, 
cuando el plano del momento flector no coincide con el eje principal 
de la sección se obtiene la flexión desviada. 

De la expresión (4.4) hallamos la relación entre la curvatura de 
la barra y el momento flector, 


E (45) 








siendo 7,, el momento de inercia de la sección respecto al eje central 
principal perpendicular al plano del momento flector. 
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El,, se denomina rigidez de la barra a la flexión. Como en el caso 
de la torsión, esta magnitud es proporcional a la cuarta potencia de 
las dimensiones lineales de la sección cuando éstos varían proporcio- 
nalmente. 

Volviendo a la fórmula (4.3) y eliminando de ella la curvatura 
4/p, obtendremos para la tensión o, 


ae. (4.6) 


La tensión máxima en la flexión aparece en los puntos más 
alejados de la línea neutra (fig. 135), 





La fracción - se denomina módulo de la sección en la flexión 
y se designa por ma. 
(4.7) 





Así pues, 
max = ps. (4.8) 


Esta fórmula es básica para el vsllcala de la resistencia do una 
barra a la flexión. 





Fig. 195, 


En el caso de una barra de ca rectangular de lados b yh, 





lau=t We= + (49) 
En el caso de una sección circular, 
¿DS 
Le a bah W,="3 04D» (4.40) 


Así pues, las tensiones en la flexión son inversamente proporcio- 
nales a la tercera potencia de las dimensiones lineales de la sección. 

Las formas más económicas de las secciones transversales son aque- 
llas con las que, con un gasto mínimo de material, se obtiene el valor 
máximo posible del módulo de la sección W,. Pare que la forma de la 
sección sea racional es necesario ubicar el área de la sección lo más 
alejado posible de la línea neutra. Así surgieron los perfiles de paredes 
delgadas de sección doble T y canal de la figura 136. En el caso de la 
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flexión en el plano vertical, estos perfiles son muy ventajosos en 
comparación con otras formas de las secciones transversales, 

1 módulo de la sección W, de los perfiles típicos está doterminado 
para todos ellos y figura en las tablas correspondientes. Por eso, al 
calcular la resistencia de una barra no es necesario realizar cálculos 
complejos para la determinación de los momentos de inercia y los 
módulos de la sección. Al final de este libro se dan las tablas do los 
perfiles típicos. Aparte de los perfiles indicados en las tablas, existen 


Flg. 136. Flg. 13, 





también otros porfiles que so emplean, por ejemplo, en la construcción 
de aviones y que se dan on surtidos especiales. 

La onergía de las deformaciones olásticas de la barra en la flexión 
so determina por el trabajo del momento M en el desplazamiento an- 
gular mutuo d 8 de las dos secciones (fig. 137), 


dU=F MA. 
Como pe 
de 
do=E= gi de, 
obtendremos, 
0 (4:41) 
1 


Al deducir las fórmulas para la flexión pura de una barra recta no 
se admitió ninguna suposición arbitraria y, por lo tanto, la solución 
obtenida, en este sentido, se puede considerar exacta. Sin embargo, 
so debo tener en cuenta que en el problema que se analiza no se con- 
cretiza el carácter de la distribución de las fuerzas exteriores. Se 
considera solamente que en todos los casos estas fuerzas se reducen a 
momentos resultantes aplicados en los extremos de la barra. La solu- 
ción resultará exacta solamente en el caso en que las fuerzas exteriores 
en Jos extremos se distribuyen linealmente como en todas Jas seccio- 
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nes transversales. Prácticamente, esta condición, claro está, nunca 
se cumple y en las proximidades de los extremos las leyes de distribu- 
ción de las tensiones están lojos de ser iguales a las quo se deducen de 
la flexión pura. Sin embargo, de acuerdo con el principio de Saint Ve- 
nant se puede prescindir de la zona de los extremos como se indica, 





Flg. 138, 


por ejemplo, en la figura 138. Entonces en la parto contral de la barra 
todas las fórmulas deducidas anteriormente serán válidas y podrán 
considerarse exactas. 

Veamos algunos ejemplos elementales de determinación de las 
tensiones en la barra somotída a flexión pura. 

4.1. Encontrar la posición más favorablo do la viga de sección 

transversal cuadrada, en la floxión. Analizar dos posiciones de el 
plano dol momento flector es paralelo a los lados del cuadrado y 
cido con su diagonal (fig. 130), 











Flg. 140, 


Para dar respuesta a esta pregunta es necesario calcular los módulos de lo 
sección W,, en los dos casos. En e] primero, sogún (4.9), 


1 
Wo? 
y on el sogundo 
ñARY2 


20 
Lh=p. Va A —É» 


TES 


obteniendo 
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Así pues, el primor caso resultó más ventajoso. En él, el módulo de la sección 
ro e apor mnadamento da LON mago. 


Ejemplo 4.2, Determinar la economía de metal que se obtiene si en la estruo- 
tura que trabaja a Mloxión so.emplos, en lugar de la sección circular maciza, la 
sección hueca para lo cual 22=0,9 (fig. 140), sí los condiciones de trabajo son 
las mismas. ; 

El wódulo do la sección, en caso de 
por lo fórmula (4.40), + 





sección circular maciza, so determina 


Wa=0,103. 


En el caso de la sección hueca W, se determina por la rencia de los mo- 
montos de inorcía de los dos ofrculos, dividida por Ymaz, eS decir, 





Do lo condición de igualdad do resistenoi 
D, 
Wa=We y DVD 0. 


El gasto de material es proporcional al área de la sección, 
0 8 ( 2) 2D] 
ar fe 0 == 0,10. 





El porcentaje de oconomía del material se dotermina por la diferencia de 
las áreas referida al área dol círculo macizo, es decir, 


EF Da 
LE 400% = (12% 
100% (a 240,19)100%, 
o sea, 
Ens 10096 019%. 
a 


Ejemplo 4.3. En la figura 141 está representado un voladizo solici 


dos fuerzas P. La sección de la vi; il 


tado por 
es de forma T y el material de la vi, jerro 


P P ob 

lee - F £ 2 a 
A 

E E us 


Flg. 141. Flg. 142. 





fundido, So trata de hallar la posición más racional de esta viga, con el ala arriba 
(variante a) o con el ala abajo (variante b). 

Puesto que el punto Á está más lojos del centro de gravedad de la sección 
que el punto A, la tensión en el primero será siempre mayor, en valor absoluto, 
que en el segundo. Cuando las fuerzas P se orientan según se indica, las fibras 
comprimidas serán las de abajo. Como el hierro fundido trabaja a compresión 
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mejor que a tracción, conviene situar el punto-A en la zona de abajo, es decir, 
que la sección debe colocarse con el ala en la parte superior lo que indica que es 
preferiblo la voriante a. 


Ejemplo 4.4. Calcúleso la sección doblo T dé la viga de dos apoyos (fig, 142), 
gurantitando un coeficiente de seguridad Igual a dos, sí P=2 1, 0=1 1 y oy 
Sl Jem? 

El momento flector máximo aparece en el tramo de la floxión pura y es igual 
a Pa, La tensión Ox no deberá superar la mitad de 01. Por lo tanto, 

Pa _3000 
W <= — 
de dondo se obtiene, 


Wi=> 133 cm, 


2.000-100-2 

Do la tabla del surtido de perfiles laminados (véase el apéndice del libro) 
escogemos el perfil doble T N*ÍS para el cual, 
W,=148 cms. 

mplo 4.5. Un alambre de diámetro d so enrolla en un tambor de diámo- 

teo D. Detorminar Ja tensión originada, por la Hloxión, que apareco en las seccio- 


nes transversales del alambre, sí de 
La curvatura de alambre enrollado es, 


dE 
y D 
Sin determinar el momento flector, por la fórmula 4.3), se obtiene diree- 
tamente, 
Om E Las a Ep 


Es decir, que cuendo la curvatura es constante, la tensión Om, Crece propor- 
cionalmento al diémetro del alambre. 


$ 30. Tensiones en el caso de flexión transversal 


Hemos visto que durante la flexión pura, en las secciones trans- 
versales de la barra surgen solamente tensiones normales. Las fuerzas 
intoriores correspondientes se reducen a un momento flector que actúa 
en la sección. En el caso de la flexión transversal, en la sección de la 
barra, surgo no sólo el momento flector, sino también la fuerza cor- 
tante Q, que constituye la resultante de'las fuerzas elementales dis- 
tribuidas en el plano de la sección (fig. 143). Por lo tanto, en este 
caso, en los secciones transversales de la barra surgen no solamente 
tensiones normales, sino también tangenciales. 

Las tensiones tangenciales + van acompañadas de deformaciones 
angulares y. Por lo tanto, aparto de los desplazamientos fundamenta- 
les, propios de la flexión pura, cada área elemental de la sección dF 
recibo también ciertos desplazamientos angulares elementales adi 
nales originados por el deslizamiento. Las tensiones tangenciales se 
distribuyen en la sección de manera no uniforme, es decir, que los 
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desplazamientos angulares tampoco se distribuyen-de manera unifor. 
me. Así. pues; en la flexión transversal, a diferencia “de la:flexión 
pura, las secciones transversales de la barra no permanecen ya planas, 
'n la figura 144 está representado el cuadro típico -do alabeo do las 
secciones transversales de la barra. 
Sin embargo, este alabeo del plano de las secciones transversales 
no ¡influye-sensiblemente sobre el valor delas tensiones normales. 





Flg. 149, Flg. 144, Fig. 145, 


En el caso particular cuando la fuerza cortante Q no varía a lo largo 
de la barra, las fórmulas (4.6) y (4.8), 


M 
o= 52 Y Dm => 


que fueron obtenidas para el caso de floxión pura, en el caso de la 
floxión transversal son absolutamente exactas. En efecto, cuando 
Q=const., ol alabeo de todas las secciones resulta ser igual (fig. 145) 
y, por lo tanto, durante el giro mutuo de dos secciones contiguas el 
alargamiento de la fibra longitudinal AB será el mismo, indopendien- 
temente do que la sección permanezca plana o no. 

Cuando la fuerza cortante varía a lo largo del eje de la barra, las 
fórmulas de la flexión pura conducen a cierto error en el valor de a, 
Mediante un análisis no complicado, so puede demostrar quo la mag- 


nitud de dicho error es del orden de 4 en comparación con la unidad, 


siendo h, la dimensión de la sección transversal en el plano de la flo- 
xión y 1, la longitud dela barra. Según la definición dada en el $ 2, 
la barra se caracteriza por el hecho de que las dimensiones de su sec- 
ción transversal son muy inferiores a la longitud. Por lo tanto, la 


magnitud de 4 es relativamente pequeña, resultando pequeño tam- 
bién el error indicado. 
Lo expuesto nos permito admitir la hipótesis de las secciones pla- 


nas. En adolante, consideraremos que el conjunto de puntos que for- 
man el plano de la sección transversal antes de la flexión, forma tam- 
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bién un plano después de la flexión, pero girado en el espacio. Esta 
suposición es admisible en la medida en que las deformaciones angula- 
res y de la sección se puede considerar sensiblemente inferiores que 
los desplazamientos angulares originados por la variación de la cur- 
vatura de la barra. 

La segunda particularidad de la flexión transversal consiste en 
istencia de tensiones normales en las secciones longitudinales de 
la barra, es decir, de tensiones que «presionan» las eapas de la viga. 
Estas tensiones surgen solamente cuando la fuerza cortante Q es 
variable, y tienen una magnitud muy pequeña”, 

Así pues, dentro do los límites fijados por estas suposiciones, las 
fórmulas (4.6) y (4.8) para la determinación de las tensiones normales, 
son aplicables no solamente en la flexión pura, sino también en la 
flexión transversal. En la misma medida es aplicable también la 
fórmula (4.5) que nos da la relación existente entre la curvatura 
de la barra y el momento flecto: 

Calculemos ahora aproximadamente la magnitud de las tensiones 
tangenciales t en la flexión transversal. La manera más fácil de ob- 
tenerlas consiste en determinar las tonsiones tangenciales recíprocas 














a estas que aparecen en los planos longitudinales do la barra. Sepa- 
remos de la barra un elemento de longitud de (fig. 146, a). En la fle- 
xión transversal, los momentos que aparecen en las secciones derecha 
e izquierda del elemento no son iguales, sino que so diforencian en la 
magnitud dM. Con una sección horizontal longitudinal, trazada a le 
distancia y de la capa neutra (fig. 146, 6), dividimos el elemento en 
dos partes. y analizamos las condiciones de equilibrio de la parte su- 

or. La resultante de las fuerzas normales a dF en la sección iz- 
quierda correspondiente a la zona rayada F* es, 


a 











* Las zonas especiales dond se oplican las fuerzas concentradas no so 
analizan. 
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o de acuerdo a (4.8), 
n-32f y AP, 
E 


siendo y, a diferencia de y, la ordenada variable del área elemental 
dF (fig. 146, b). Esta integral representa el momento estático respecto 
al ojo z de la parte del área que se encuentra por encima de la sección 
longitudinal (superior al nivel de y). Designando este momento está- 
tico por S;, obtendremos 








M. 
ne 
La fuerza que se desarrolla en la sección derecha será ya diferento, 

Node MEGA 
La diferencia entro estas fuerzas 


ano A 


Tx 








deberá equilibrarse por las fuerzas tengenciales que aparecen on la 
sección longitudinal del elemento (fig. 146, b y 0). 

Admitimos como primera aproximación que las tensiones tangen- 
ciales se distribuyen uniformemente a lo ancho b de la sección. Enton- 
ces, 


de donde so obtiene 
(4.12) 





Esta fórmula se denomina fórmula de Zhuravskt, científico ruso del 
siglo pasado que, por primera vez, investigó en forma general las ten- 
siones tangencialos en la flexión transversal. 

La expresión obtenida permite calcular la magnitud de las tensio- 
nes tangenciales que aparecen en las secciones longitudinales de la 
barra. Las tensiones que surgen en las secciones transversales son igua- 
les a ellas por ser recíprocas. La relación entre w e y dentro de la sec- 
ción transversal se determina por el momento estático S;. Al acercar- 
nos al borde superior de la sección, el área de la parte rayada de la 
sección (tig. 146, b) disminuye hasta convertirse en cero. Aquí, por 
lo tanto, S:=0. Cuando nos acercamos al borde inferior, la parte raya- 
da ocupará ya toda la sección y, puesto que el eje z es central, aquí 
también S¿=0. Así pues, como se deduce de la fórmula (4.12), 
las tensiones tangenciales en los puntos superior e inferior de la sec- 
ción son iguales a cero. 
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En el caso de una barra de sección rectangular de lados 6 y A (fig. 147,9) 
tendremos, 


== poo). 17 0. 





, por lo tanto, 
7» MT 
MW 
resultando que el diagrama de las tensiones ¡alos varía, on la altura de 


la sección, según una parábola cuadrática. La tensión máxime ocurre cuando 


y=0, 


y 





y 
mart 


a) bh 1) 
Flg. 147. 


Dl cago de uya barra de sección circular (Hg. 147,0) desputa de uns 
integración slomenial so púndo obian 


s=z pe a 


Como 


obtendremos, 





tá 
pe En al caso do una borra de sección triangular de base e y altura h (fig. 
so (3 a) (51+1). L= ze, 
zo ($1) (51+1). 
La tensión máxima ocurre a le distancia rr de la línea neutra, 





tan=j 
FT 
39 
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En los dos ejemplos últimos, se. ve claramente el carácter aproxi- 
mado de las operaciones realizadas. Esto se desprende del hecho.de 
quo, en la sección transversal, las tensiones tangenciales no solamente 
tienen componentes paralelas al eje y, sino también componentes 
paralelas al eje z. En efecto, supongamos cómo esto se hizo más 
arriba, que en los puntos Á situa- 
dos en el contorno de la sección. 
(fig. 148), la tensión tangencial 1so 
orienta según el eje y. Descompon- 
gamos el vector t en dos componen- 
tes, una según la normal al contorno 
1, y otra, tangencial a éste 1, Se- 
gún las condiciones de solicitación, 
la superficie exterior de la barra es- 
tá libre de tensiones tangenciales 
y, por lo tanto, las tensiones re- 
cíprocas a v, no existen. Es decir 
que 1,=0, resultando que la ten- 
sión tongencial completa en las pro- 
ximidades del contorno se orienta Fig. 148, 
según la tangente al contorno y, 
por la tanto, la suposición según la cual * está dirigida según ol eje y 
resulta errónea. Así se establece la existencia de componentes de Y 
orientadas según el eje z. Para determinarlas se recurre a métodos 
más complicados que los expuestos. Por los métodos de la teoría 
de la elasticidad, se puede demostrar que en la mayoría de los casos 
las componentes de r a lo largo del eje z juegan un papel muy infe- 
rior en comparación con las componentes paralelas al eje y. 

De los ejemplos analizados anteriormente se puede hacer la con- 
clusión general de que la zona de las tensiones tangenciales máximas 
so encuentra aproximadamente on la parto central de la sección y que 
Tax) 20 el caso de barras de paredes no delgadas, es del orden de Q/F. 

le pueden comparar los valores absolutos de las tensiones normales 
máximas con los de las tensiones tangenciales máximas que aparecen 
en las secciones t. ersales de la barra. Por ejemplo, en el caso de 
un voladizo de sección rectangular (fig. 149) obtendremos, 


tec _ SP 3e 
Wa 

















Sima 





de donde se halla, 

a 

a Y 
lo que quiere decir que la relación entre las tensiones tangenciales 
máximas, en la sección transversal, y las tensiones normales máximas 
es aproximadamente igual a la relación entre la altura de la sección 
y la longitud de la barra, es decir, que las tensiones tangenciales son 
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muy inferiores a las normales. Esta apreciación, excepto algunas ex- 
clusiones posibles, es válida, en general, para todas las vigas que no 
sean de paredes delgadas. En lo que se refiere a las barras de paredes 
delgadas, este problema se analizará especialmente en el capítulo XL. 

Debido a que la magnitud de 1,,, es pequeña, el cálculo de la 
resistencia en la flexión transversal se realiza teniendo en considera- 
ción solamente las tensiones normales, de la misma forma que en el 
caso de la flexión pura. Las tensiones tangenciales no se tienen en 
cuenta. Esto resulta natural si se tiene en consideración que en los 
puntos de la sección más alejados de la línea neutra, es decir, en los 


Fig. 149. 





puntos más peligrosos, las tensiones tangenciales on la sección trans- 
versal son iguales a cero. 

Al analizar el fenómono desde el punto de vista cualitativo, so 
debe tener en cuenta que las tensiones tangenciales en las secciones 
transversales y las tensiones recíprocas a éstas en los planos longitu- 
dinales, a pesar de ser pequeñas pueden, en algunos casos, influir 
considerablemento cuando se juzga sobre la resistencia de la barra. 
Por ejemplo, durante la flexión transversal de una barra corta de ma- 
dera, puede ósta destruirse, no en la sección transversal del empotra- 
miento, sino como consecuencia de la cortadura en el plano longitu- 
dinal situado cerca de la capa neutra, dondo Aparece Tm (Hg. 150). 

Las tensiones tangenciales en los planos longitudinales son el 
reflejo do las ligaduras existentes stos las capas de la barra durante 
la flexión transversal. Si se destruyen estas ligaduras en algunas ca- 
pas, entonces variará el carácter de la flexión de la barra. Por ejom- 
plo, en la barra compuesta por n láminas (fig. 151, a) cada una do 
ellas, cuando no existen fuerzas de fricción, se flexiona indepondien- 
temente de las otras. La fuerza exterior correspondiente a una lámina 
es P/n y la tensión normal máxima en la sección transversal de la lá- 
mina, 











Si las láminas se unen con pernos suficientemente rígidos 
(tig. 151, 0), la barra trabajará como una unidad, En este caso, la 
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magnitud de la tensión normal máxima será n veces menor, 


6PL 
Ox Er 


En otras palabras, el paquete de láminas unido es capaz, como primera 
aproximación, de resistir una carga n veces mayor que el paquete de 
láminas no unidas entre sí. 

En las secciones transversales de los pernos, durante la flexión 
de la barra, aparecen fuerzas cortantes. La máxima de ellas ocurrirá 





Fig. 18%. 


en la sección que coincide con el plano neutro de la barra flexionada 
(sección AA de la figura 151, 0), Esta fu determina, como pri- 
mera aproximación, igualando la suma de las fuerzas cortantes en 
las secciones de los pornos a la resultante longitudinal de las tensiones 
tangenciales correspondiente a una barra monolítica, 
32 3 Pl 
mQemo Ta dl == 55 SA 
siondo m ol número de pernos. 
Es interesante comparar la variación de la curvatura de la barra 
en ol empotramiento según la fórmula (4.5) en los dos casos cuando el 
paquete va unido y cuando está compuesto por láminas separadas. 


'm el primer caso, 
1 _ Mage 1221 
E 





y en el segundo, 


£s 
Lee 
P -) 
Ep? E 





Las flechas varían proporcionalmente a la curvatura. 
Así pues, en comparación con la barra monolítica, el conjunto de 
láminas libres resulta n* veces más flexible y solamente n veces menos 
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resistente, Esta diferencia entre los coeficientes de disminución de la 
rigidez y de la resistencia al pasar al paquete de láminas libres se usa 
en la práctica para la creación de ballestas flexibles. Las fuerzas 
de fricción entro las láminas aumentan la rigidez del paquete puesto 
que restablecen parcialmente las fuerzas tangenciales entro las capas 
de la barra que se pretondían eliminar al pasar a! paquete de láminas 
libres. Los ballestas requieren pues, el engrase de sus láminas y deben 
mantenerse limpias. 





Para detorminar con la flexión transversal, analicemos un 
tra el orden on que so han de llevar los cálculos de la resistenc 
sl caso de la Mloxión. 


ymplo que ilus» 
le una viga en 








Ejemplo 4.6. Determinar la dimensión a de la sección transversal T ropreson- 
tada en la figura 152, para el caso de una viga de dos apoyos, solicitada por una 


450 « 





Fla. 152. 


carga uniformememto distribuida do intensidad q. El cooficiento do se 
roforido al límite de fluencia no deberá ser taferior a dos. Se sabe quo 
q=10 kgllcm y og=0j.=35 kgUmm?. 

Calculamos la$ rescciones do apoyos y construimos el diagrama de los mo- 
mentos flectores (lig. 152). El momento lector es, 





Mam 5 q 


Do la condición de resistencia se deduce, 
Ln 





resultando para el módulo de la sección, 
8-10-100%.2 
93-350 
Al analizar la sección dada hallamos la distancia desdo el eje z, basta el 
centro de gravedad, que es E" El momento de inercia respecto al eje , sorá, 
Ly =4308, 





W> =50,7 emi. 
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Pasando ahora al ejo central z hallaremos, 


ia, 


E 
Por último, el módulo de la sección resulta, 


Wa1a: (50) = izq. 
de donde so obtieno ol tamaño a, 
“> 07Í Hom, 02,08 cm. 


$ 31. Ecuación diferencial de la línea elástica 
de la viga. Desplazamientos en la flexión 


La forma del eje flexionado de la 
de la línea elástica se puedo obtener 





o como se dice, la forma 
expresión (4.5), 





E 
PET," 
En un sistema inmóvil de coordenadas yz (fig. 153) 


1 Y 
PE ea 


Nos limitamos al estudio del caso de desplazamientos pequeños. 
Entonces la tangente del ángulo 6 entre la tangente a la línea elástica 





y el eje z(fig. 153) resultará muy pequeña. Por lo tanto, se puedo pres- 
cindir del cuadrado de y' en comparación con la unidad, considerando 
que 


Ain is 
Es 
de donde se obtiene 





(4.14) 
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Comparando la expresión (4.14) con las fórmulas (4.1), se obtiene 
sin dificultad una cadena de relaciones diferenciales, 
0=y”. 
M=SELY", 
Q=(ElyY, 109) 
9=(ELyY, 
o en el caso de una barra de sección constante, 
8=y, 
M=Ely, 
Q=ELy", (4.46) 
q=EL ya, 


De estas fórmulas se deduce que en el caso de solicitación de 
una barra de sección constante por una carga uniforme distribuida 
(q=const.) resulta, 


y =gj-=const., 


lo que quiere decir que la forma de la barra floxionada se representa 
por una curva de cuarto orden, Si en cierto tramo de la barra la inten- 
sidad q=0 (Q==const) el eje de la barra se flexionará por una curva 
de tercer orden. 

Está claro que las ecuaciones escritas más arriba son exactas 
en la medida en que se pueden considerar pequeños los desplazamien- 
tos. La inmensa mayoría de los problemas, relacionados con los cál- 
culos de la resistencia y de la rigidez en la flexión, se resuelve partien- 
do de esta suposición. Como la magnitud de y'?, de la cual so prescin- 
dió en la expresión (4.13), es en efecto infinitamente pequeña, la 
exactitud que se obtiene de esta manera resulta ser muy grande. 

En algunos casos resulta necesario realizar el cálculo cuando los 
desplazamientos elásticos son grandes. Estos casos se encuentran 
fundamentalmente, cuando se estudian los resortes especiales de 
ciertos dispositivos. 

Si el sistema elástico es capaz de mantener las propiedades elás- 
ticas en el caso de grandes desplazamientos, este sistema se denomina 
sistema flexiblo, independientemente de que se trate de flexión, 
torsión o tracción. En la flexión, la magnitud de los desplazamientos 
elásticos límites se determina, no sólo por las propiedades del mate- 
rial, sino también, en lá misma medida, por la:magnitud de la razón 
entro la longitud de la barra y la dimensión de la sección transversal 
en el plano de la flexión. 

7 E alargamiento máximo en la flexión es, de acuerdo a la fórmula 
2), 











lem, 
tm =p 
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La tensión será, 
Ona = Els, 


La barra puede recibir desplazamientos grandes cuando varía 
considerablemente la curvatura 1/p. Esto resulta posiblo, en lo.que 
se refiere a las tensiones menores que el límite de elasticidad, sola- 
mente cuando jm es suficientemente pequeño, es decir, cuando la 
altura de la sección es pequeña. La barra flexible tiene, por lo tanto, 
generalmento, la forma de una banda fina o de un alambre, fino tam- 
bién, y frecuentemente se denomina barra fina flezible. 

La ecuación diferencial de la línea elástica de la barra floxible es, 

Me __ 
Bla ARA 


La diferencia entre esta ecuación y la ecuación (4.14) consiste 
no solamente en que en ella se conserva el término no lineal y”? en el 
denominador, sino que, en el caso de la barra flexible, la expresión 
do My, se debe obtener, teniendo obligatoriamente en cuenta los 
desplazamientos que aparecen en la barra y que, en la construcción 
habitual de los diagramas de los momentos, no se tienen en cuenta. 
Esta particularidad de las barras flexibles se ilustra claramente en el 
ejemplo del voladizo (fig. 153). Se puede observar quo, al crecer las 
flechas, la fuerza vertical P recibe un desplazamiento horizontal 
y como resultado de esto, el momento flector en cada punto de la barra 
varía on cierta magnitud que depende tanto del desplazamiento local 
horizontal como del desplazamiento horizontal del punto de aplica- 
ción de la fuerza P. 

Los métodos generales para el estudio de los desplazamientos gran- 
des de la barra en la flexión se estudian en la teoría de las barras fle- 
zibles, Esta teoría salo fuera de los marcos de la resistencia de mate- 
riales y, por lo tanto, no se estudiará en este curso. 

Veamos algunos ejemplos de determinación de la forma de la lí- 
nea elástica de la b; flexio: , Cuando se trata de deformaciones 
pequeñas. 


Ejemplo 4.7. Plantear la ecuación de la línea elástica del voladizo solici- 
tado on su extremo por la fuerza concentrada P (fig. 154). 

Ubicamos el origen de las coordenadas =y on el empotramiento. El momonto 
floctor en la sección * será entonces, 

M=P (I—1). 

Debido a que los desplazamientos son pequeños, considera: 
momento no depende do las Mechas. dl 

Después do una doble integración hallaremos, 

















que esto 


e 
Fes), 
siendo C, y C, las constantes de integración que se determinan de las condicio- 
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nes de bordo. En nuestro caso, cuando :=0 se obtiene y=0 e y'=0 y, por lo tanto, 
C,=0 y C¿=0. Así pues, 
E ( E 


NA 


La flecha máxima ocurre en el punto de aplicación de la fuerza P, es 
decir, cuando 2=1, 

















Pb 
Uno 3 ET, * 
jemplo 4.8, La viga de dos apoyos de longitud 1 está solicitada por la fuerza 
P ollas 2 una distancia a del apoyo o (tig. 155). Plantea: la ecuación 
y y 
Flg. 154. Flg. 155. 





js P línea elástica y determinar el desplazamiento del punto de aplicación de 
la fuerza. 

El origen de coordenadas lo situamos en el apoyo izquierdo, Los momentos 
lectores en ol primer tramo y en el segundo serán, 


Mie, MP :—P (aa). 
Después de una doble integración hallaremos, 


(Ptc tc), 
(rca). 


Las constantes de integración so determinan de las condiciones de apoyo 
de la barra y de las condiciones de continuidad, al pasar del primer tramo al 
segundo, es decir, 
cuando ¿=04=0, 
cuando 2=4 Y =V y Yi=Y, 
cuando 2==1 y¿=0. 

Do estas ecuaciones hallamos, 


C= fal—20Ña3), Cy=0, 





=- (Po cz 
y» por lo tanto, PRA 
“=p | E aa 5], 


e el) ero] 
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En el punto de aplicación de la fuerza P, 





ar 
===> 577 0) 
Si la fuerza se aplica en el centro de la luz de la viga, 
Ya Umar - . 
La coordenada y del punto de aplicación de la fuerza después de la Mlexión de 


ln barra resulta sor negativa, 1 indica quo la barra se flexiona en direc- 
ción opuesta a la dirección positiva del eje y. 





$ 32. Ecuación universal de la línea 
elástica de la viga 


Do los ejemplos analizados se ve que on el caso do una viga de va- 
rios tramos, la determinación de la forma de la línea elástica resulta 
dificultosa. La ecuación de cada tramo, una vez realizada la integra- 
ción, contiene dos constantes arbitrarias. Si la viga tiene n tramos 
resulta entonces necesario resolver conjuntamente 2n ecuaciones para 
la determinación de 2n constantes de integración. 

En ol caso de una barra de rigidez constante El, es fácil vencer 
estas dificultades si, al Puntos la ecuación de la línea elástica, nos 
atenemos a ciertas reglas* . 

Veamos una barra solicitada por la carga que se encuentra con 
más frecuencia, digamos por un momento concentrado WM, una fuerza 








Flg. 156. 


concentrada P y úna carga de intensidad q distribuida uniformemente 
sobre cierto tramo de la barra (fig. 156). De estos tres tipos de facto- 
res de fuerza se pueden formar casi todas las cargas que se encuentran 
en la práctica. Consideramos positivas las direcciones de las cargas 
que se índican en la figura, es decir, para g y P hacia arriba y para el 
momento WM, según las manecillas del reloj. El sistema indicado de 
factores de fuerza deberá satisfacer las condiciones de equilibrio. 


El caso de la línea elástica de una barra de rigidez varisble se analizará 
más abajo (capítulo XV, 5 108) al determinar las frecuencias de las oscilaciones 
propias de la viga, 
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El problema consiste en establecer las particularidades que cada 
tipo de factores de fuerza exterior introduce en la ecuación de la línea 
elástica, 

Esoribamos las expresiones de los momentos flectores para cada 
uno de los cinco tramos indicados en la figura, 


1) M=0 <a» 
IN MM a<:<D» 
1) M=M+P (¿—b) (b<:1<c) 
17) MM Pb) +9 ESE (<:<0, 





ee 
V) M=N+ Pao) +9 EP <a. 

Como se ve, la expresión del momento flector en cada tramo posto- 
rior incluyo la expresión completa del momento flector en el tramo 
anterior y se diferencia de ella solamente por la aparición de un su- 
mando nuevo. Al pasar del tramo cuatro al guinto, esta regla se ha 
conservado especialmente. Para ello la carga uniformemente distri- 
buida del tramo cuatro fue prolongada, como se indica en el dibujo 
por la línea punteada, al quinto tramo. Al mismo tiempo, en el quinto 
tramo se aplicó una carga negativa uniformemente distribuida de in- 
tensidad q, la cual compensa a la anterior. 

Integramos estas expresiones sin abrir los paréntesis. Para conser- 
var el mismo tipo de estas expresiones, la integral de M la escribi- 
mos en la forma M (2—a), lo que afecta exclusivamente a la magni- 
tud de la constante arbitraria C,. Como resultado se obtiene la ex- 
presión siguiente para los ángulos de inclinación de la línea elástica 


j p Ela Co 
ID El y =C,+M(—a), d 
un Ely =C,+M—04PEGY, 
IV) Ely =C,4+Ma—0)4P EY, 
Y) Ely =C Maa) + PGE 4 GE GA, 


Las constantes C, deberán escogerse de manera que al pasar de 
un tramo a otro la magnitud y' no sufra una discontinuidad. És decir, 
cuando 2=4 y;=y;, cuando z=b y¿=y;, etc. Puesto que la barra 
tieno rigidez constante, 

C,=0,=C,=C,=C,, 


El ángulo de inclinación 0, de la lnea elástica en el origen 
del sistema de coordenadas se determina de la expresión corres- 
pondiente al primer tramo, 

El.8,=C,. 
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Integrando las expresiones obtenidas otra vez, obtendremos 
T) El. y=D,+ElPa, 
ID) El y=D,+El d+ MEGE, 


1D) El y=D,+El 840 GE 4 PE, 


1V) El y=D, +EL 8 44M Ep E ep AN 


V) El y=D,+El BMG 


+q EL A, 


Las constantes D, deberán determinarse de la condición de conti- 
nuidad de la función y en los bordes de cada tramo. 
Está claro que, 


D,=D,=D,=D, =D, =El ¿y 


siendo yo la ordonada de la línea elástica en el origen del sistema 
de coordenadas. 

Es conveniente escribir las ecuaciones (4.17) en la forma de 
una sola ecuación que se denomina ecuación universal de la línea 
elástica de la viga 


Ely = El yt EL | MEA + 
O a e E) 


Para determinar las coordenadas de los puntos de la línea elástica 
en el primer tramo se deben utilizar los términos de la ecuación si- 
tuados a la izquierdo de la raya vertical de índice [. Para el segundo 
tramo so debe coger los sumandos a la izquierda de la raya de índice 1Í, 
eto. Para obtener las ordenadas dol quinto tramo debe emplearse la 
expresión completa (4,18). 

La ventaja de la ecuación universal de la línea elástica consiste 
en que permite plantear la ecuación de la línea elástica, sin la nece- 
sidad de doterminar las constantes arbitrarias lo que es bastante la- 
borioso. Independientemente del número de tramos, es necesario 
determinar solamente dos constantes y, y Bo. 

Ejemplo 4.9. Escribir la ecuación de la Linea elóstica para el voladizo soli 


citado en el tramo central por una carga distribuida (fig. 
Comenzamos por doterminar la reacción y el momento en el empotramiento, 





Pag, M= ql. 


El origen de las coordenadas lo situamos en el empotramiento, Entonces 


84=0 e yo=0. De los términos de la ecuación (4.18) scomponemos» la ecuación 
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correspondiente a la viga en cuestión, 
3 > — l) (:—21) 
o e e a 


En el primer tramo figuran los sumandos correspondientes a la fuerza y mo- 
mento en el empotramiento. En el segundo tramo a éstos so le agrega, 
correspondiente a la carga distribuida, En el tercer tramo los desp] 











Flg. 167. 





se determinan por todos los sumandos de la ecuación planteada. Si abrimos los 
paréntesis, obtendremos para el último tramo, 





1 
Ely = Pati q, 


Como era de esperar la línea elástica es aquí uns recta, ya que ol momento 
flector es igual a cero. 


Ejemplo 4.10. Plantear la ecuación de la línea elástica para la viga de dos 
po 158) y determinar los desplazamientos de los puntos de aplicación 
le las fuorzas. 





Flg. 158. 


En ol apoyo izquierdo la reacción es igual a cero, y en el derecho, 2P. El 
origen de las coordenadas se ubica sobre el apoyo izquierdo. Por lo tanto, yy=0. 
La ecuación de la línea elóstica será 


Elgar | e EE 
De la condición 





21) 
Maca TES 


y=0 cuando 1=2 
so delermina la magnitud 


Definitivamente 





lar” 
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Para determinar el desplazamiento dol punto 4 recurrimos solamente al 
primer sumando, obteniendo para ¿=1, 
173 
=+ ET, Ta 


El signo posítivo indica que el punto A se desplaza hacia arriba. 
ara determinar el desplazamiento del punto B suponemos z=31 en todos 
los términos de la ecuación, Así obtendremos, 


y 2 
rr 

El punto B so desplaza hacía abajo. En la figura 158 está indicado el carácter 

aproximado de la Hínea elástica de la viga. 


$ 33. Viga sobro base elástica 
(viga flotante) 


Veamos una viga recta que se apoya sobre un gran número de 
resortes, o elementos elásticos de otra índole (fig. 159), situados muy 
cerca el uno del otro y no relacionados entre sí. 


td s: 





Flg. 169. 


Si aplicamos a la viga fuerzas exteriores, en los resortes surgirán 
las reacciones correspondientes, cada una de las cuales será proporcio- 
nal a la flecha local. Como la distancia entre los resortes es pequeña 
conviene interpretar las reacciones como fuerzas distribuidas cuya 
intensidad gg será proporcional a la flecha y, 








ar" (449) 


siendo x, el coeficiente de proporcionalidad, que depende de la rigi- 
dez de los resortes y de la frecuencia con que éstos se ubican. El signo 
«menos» indica que las reacciones están dirigidas en dirección opuesta 
a la flecha. 
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Generalizando el problema, podemos suponernos que los apoyos de 
resortes constituyen un ambiente elástico contínuo con la propiedad 
de que las reacciones, que en él surgen, se atienen a la ecuación 
(4.49) alerta de las particularidades físicas y construo- 
tivas de la » 

La viga que se apoya sobre este tipo de base continua y defor- 
mable se denomina viga sobre base elástica (viga flotante). El cooficien- 
te x se denomina coeficiente de la base elástica. 

En la ingeniería este esquema de cálculo está muy difundido y se 
emplea al analizar muchas estructuras. Aunque la relación (4.49) no 
siempre resulta válida, a menudo se la puede interpretar como apro- 
ximada. Por ejemplo, olla es exacta cuando, como en el ejemplo an- 
terior, se trata de un gran número de apoyos elásticos no unidos entro 
sí. Será exacta también en el caso de la viga flotante de sección rec- 
tangular (fig. 160, a). Aquí, las reacciones del líquido en cada sec- 
ción serán proporcionales a la magnitud de la inmersión de la viga. 
Sin embargo, en el caso de uns traviesa (fig. 160, 6) colocada sobre 


17) 

'P 1 
» 

Fig. 160. 


un terreno elástico, la relación (4.19) se puede interpretar como apro- 
ximada, puesto que la reacción en cada sección dependo no sólo de la 
flecha local sino también del asiento del terreno en los puntos conti- 


fuOS. 
EU Ea ecuación diferencial de la flexión de la viga sobre base olástica 
so obtiene de la última de las fórmulas (4.16). En lugar de q se debo 
introducir q — qp. Entenderemos por q, la carga distribuida exterior 
y por dp, la reacción de la base elástica (4.19). En el caso de una viga 
de rigidoz constante obtendremos definitivamente, 


ElyUW + xy =04 


o, introduciendo la notación, 
qa, (4.20) 
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hallaremos, 
av q ábety a E (4.24) 


Si no existe la carga distribuida exterior, entonces el segundo 
miembro de la ecuación será igual a cero. Las fuerzas y momentos 
concentrados se tienen en cuenta, determinando las constantes de 
integración de las correspondientes condiciones de borde. 

La solución de la ecuación (4.21) se puede escribir así, 

y =e"*(C, sen kz + C,cos hz) + e**(C, sen ha + 
+C, cos kz) + y*, (4.22) 


sicado y”, la solución particular de la scuación (4-21) 
En muchos casos es preferible otra forma de la solución, que 
so obtiene de la primera (4.22), reagrupando los sumandos, 


y =C, son kz sh kz +C, son kz ch kz +C,cos kz sh kz + 
+C,coskachkz+y*, (4.28) 
siendo sh kz y ch ka, el seno y coseno hiperbólicos. Una vez determi- 


nada la función y, de (4.16) sin dificultad se obtienen los momentos 
flectores y las fuerzas cortantes. 





Ejemplo 4.41. La barra de madera do sección rectangular (fig. 101) flota 
sobro el agua y sostiene una fuerza concentrada P en ol centro. Determinar el 





g 






momento flector máximo, suponiendo que la fuerza P no es muy grando y que 
lo barra no so hundo. 

Si en cierta sección de la viga el desplazamiento do ésta hacia abajo 08,4; 
entonces la presión del agua aumentará cn yy, siendo y, el peso específico del 
agua. La intonsidad do las fuerzas de reacción será, 


IR= — vb, 








siendo b, la anchura de la sección rectangular. Así pues, 
xy 


y, de acuerdo a la oxpresión (4.20), 


k= (4,24) 





El peso propio de la viga so equilibra con 
tanto, suponemos en la ecuación (4.24) que 





reacción del líquido y, por lo 
Entonces entenderemos por 






6 
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y el desplazamiento que se mide a partir de la posición de equilibrio que la viga 
ocupaba cuando P=0. 
Como y*=0, de (4.23) obtendremos, 


y=C, sen ka sh ks+C, son ka ch kz +C, cos ke sh ka-+C, cos ka ch hz. 
Derivando consecutivamente esta expresión ballaremos, 
y =(C¿—C4) kesen ha sh ka +(C,—Cy) kson he ch kt+ 
+(C1+C)hcoskz sh ke+(C¿+C4) he coste ch ke, 
y" =2C,1K8 cos ka ch ka +2C,k1 cos ka sh kz —2C,K3 son kz ch ler 
—2C,K0 sen ka sh ke, 
1) kb cos ka ch ha+42 (€, Cy) KO cos ha sh ko— 

—2(C, — Cy) 18 son ke ch ka—2 (C,4C4) 49 sen ka sh ka. 
Colocamos el origen de z en el punto de aplicación do la fuerza P. Do la 
condición de simetría so deduce que cuando ¿==0,y'=0 y que la fuerta cor- 
tanto, a la derecha do la sección central, es — 

P 
— 
cuando 21, M= Ely" =0 y Q=Ely""==0. So obtienen así cuatro ecuaciones 
para la determinación de las constantes C;, Cy, Ca 

Cr+C¿=0, 
P 
CC — 
€, cos kl ch kl-+C, cos kl sh kI—C, son kl ch kl—C, sen kl sh kl 


Ci (cos kl sh kl —sen kl ch k1)4+-C, (cos kl ch kl —sen kl sh kl) + 
+C, (—cos kl ch k—sen kl ab k1)+C, (—cos kl sh kl—sen kl ch kl) =0, 


de donde hallamos, 


yu, 











+ Así pues, 


Ely" le 














€, ld sh? del + sen? kl 
1“ 8ETS BH M4 sen Mco kr * 
Pp Fa 
== + 


aa ch? kl 4 cos? ke 
4 — SET “dh Hch kien cos HT * 


El momento flector en la viga so determina de la segunda derívada de la 


función y, 
ds Mpe=ElV, 
o son, 
Muc= de LE ar sh e hac a he 
ch? klcos kl 
ata pt 


El momento flector máximo ocurre en la sección ¿=0, 


A 
3 Hch kE sen MH cos kl 
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Al aumentar la longitud de !, aumenta el mcmento flector, pero no de forma 
ilimitada, puesto que cuando la longitud es muy grande 





La 
E 


donde k se determina por la fórmula (4.24). El aspecto del diagrama do los mo- 
alos Lectores cambia en función de la longitud l. di 








Flg. 162. 


el diagrama do los momentos tieno la con: 
1 el caso de mayor longitud 
signo y aduioro la con- 





Cuando ta longitud es pequeñ 
figuración de la curva de la figura 161, mientras qu 
de la viga el diagrama dol momento lector cam! 

figuración do las curvas de las figuras 162, a y 5. 





$ 34. Flexión desviada 


So entiende por flexión desviada, como sabemos ya, el caso de 
floxión cuando el plano del momento flector no coincido con el eje 
principal de la sección. Convieno interpretar la flexión desviada como 
una flexión simultánea do la barra en los dos planos principales 2z 


Y % y pu 





a) b 
Fig. 163, 
y 2y (fig. 163). Para ello, descomponemos el momento flector Mee 
en dos momentos componentes respecto a los ejes z e y, 
M¿=My,¿ sena, My =Myo¿ 008%. 


La tensión normal en el punto de coordenadas z e y se deter- 
mina como la suma de las tensiones originadas por los momentos 
M. y My, es decir, 
(4.25) 
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5=Mne (fsena + cosa). 


Es decir, si en cada punto de la sección se ubica, on la dirección de 
la normal, el vector a, entonces los extremos de los vectores, como en 
el caso de la flexión simplo, formarán un plano. La ecuación de la 
línea neutra en la sección se obtieno suponiendo 00, 


=-—xkotga. (4.26) 
y 


Es fácil demostrar, que en la flexión desviada la línea neutra no 
es perpendicular al plano del momento flector. En efecto, el coeficien- 
te angular k, de la línea de intersección del plano del momento con 
el de la sección (fig. 163, b) es la tangente del ángulo a, 


k=tga, 


mientras que el coeficiente angular de la línea neutra (fórmula 
4,26) 08, 


k= —Joga. 


Como en el caso general 7,7£,, la condición de ortogonalidad de 
las rectas dada por la geometría analítica, no se cumple puesto que 


ht 2 Se puede decir que la viga «prefiere» flexionarse, no en 


el plano del momento flector, sino en otro plano, donde la rigidez a la 
flexión es menor, Por eso, la línea neutra no es perpendicular al plano 
del momento, sino que está girada hacia el eje del momento de inercia 
mínimo (fig. 163, b). 

Como el diagrama de las tensiones normales en la sección es li- 
neal, la tensión máxima surgirá en el punto más alejado de la línea 
neutra, Sean las coordenadas de este punto =,y,. Entonces de la ex- 
presión (4.25) obtendremos, 

Mn, Mon 


a Pa (4.27) 


Cuando la sección es de forma simple (círculo, rectángulo), el 
junto más peligroso se determina sin dificultad. En el caso de una 
orma compleja de la sección conviene recurrir al método gráfico. 
Para ello, se dibuja la sección a cierta escala y se trazan los ejes prin- 
cipales x e y. Después, por la fórmula (4.28), se construye la línea 
neutra. Mediante la regla y el cartabón (fig. 164) se halla el punto 
más alejado de la línea neutra y sus coordenadas z, e y, se miden di- 
rectamente del dibujo. 


Ejemplo 4.12. La vii 


angular de alas iguales (fig. 165) está empotrada en 
un extremo y sometida aa acción del peso propio. Det e 


Jeterminar la tensión máxi- 
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ma en el empotramiento. La longitud de 
angular de la sección, N* 10 y el espesor % 
Do la tabla del surtido (véase el apéndice), so dotermina el peso propio por 
lnd de longitud: q=0,151 kgt/cm. El momento flector máximo será, 


M2 8790 kgt em. 





¡ga es l=9m, el número del perfil 
as 610 mmm, and 





m 





El plano de esto momento es parololo al ala del angular y forma un óngulo de 

2 o 45" con log ojos principales. Dibujamos 
escala la sección transversal (ig. 160) 
i trazamos los ejes centrales principa- 
lama. 





Flg. 164, Flg. 165, 


De las tablas del surtido hallamos 
La Ima 284 m0, Ly Ip =76, cm. 


Por la fórmula (4.26) se obtiene la ecuación de la línea noutra, 








A Se 45m 3,88 





v 
Trezamos en el dibujo esta recta y hallamos el punto A más 
(fig. 166). Las coordenadas del punto son 





==—3,6 cm, y =—6,4 cm, 
De la Sórmula (4.27) obtendremos, 
vz 


Mam My MÍZ 4790 kl com. 
4790-6,4 _ 4790-3,6 
BAT 





=—3t kgl/cm. 


Ima 





está solicit 





por las fuer- 
¡ga es de sección rectangular 


lemplo 4.19. La viga de dos apoyos (fig. 167 
zas P y 2P. Determinar la tensión máxima, si la 
de lados b y 2b (fig, 167, b). 

En esto caso las fuerzas exteriores están aplicadas según Jos ejes principales 
de la sección y lo más cómodo es analizar por Separado los diagramas de los mo- 
mentos flectores de cada fuerza, Los puntos más peligrosos serán aquellos que 
están situados sobre la arista 4.8, donde se suman las tensiones máximas de com- 
presión y sobre la arista CD donde se suman las tensiones máximas de tracción, 

Veamos el tramo central. En la sección que dista x del apoyo izquierdo 
(tig. 467, e) obtendremos A 

Mom EI), My 
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166. 








Fla 





Flg. 167. 
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Como 





resulta que en el tramo central Om no dopendo de 4 y es igual a 
3P1 


In = 7: 
e 
En los tramos primero y tercero las tensiones serán menores. 


$ 35. Tracción y compresión excéntricas 

En el caso de tracción excéntrica, la resultante do las fuerzas ox- 
toriores no coincide con el eje de la barra, como en el caso de tracción 
simple, sino que está desplazada respecto al 
eje z permaneciendo paralela a éste (fig. 168). 

Supongamos que el punto A de aplicación 
de la resultante de las fuerzas exteriores tiene 
en la sección las coordenadas x, e yo (fig. 168). 
Entonces, respecto a los ejes principales, la 
resultante P originará los momentos siguientes: 

M.=Py, y M,=Pzp. 

Así pues, la tracción o compresión excén- 
tricas es similar a la flexión desviada con la 
diferencia de que en este caso, en la sección 
transversal de la barra, aparecen no sólo mo- 
mentos flectores, sino también una fuerza axial 


En un punto arbitrario B de coordenadas z, 
y la tensión normal o se determinará por la 


expresión, > A 
ap EE. (4.28) 


El diagrama estéreo de las tensiones forma un 
plano. Ígualando g a cero so obtiene la ecua- 
ción de la línea neutra, 


FEE. (4.29) Flg. 168, 


La máxima tensión, como en el caso de la flexión desviada, 
ocurrirá en el punto de coordenadas zx, e y, más alejado de la 


línea neutra 
1 
(pri), 
En el caso de tracción o compresión excéntricas, a diferencia 
de flexión desviada,la línea neutra no pasa por centro de gravedad de la 





mas 
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sección. Cuando z, e y. Son positivos, por lo menos una de las magni- 
tudes z e y que figuran en la ecuación (4.29) será negativa. Por lo 
tanto, si el punto de aplicación de la fuerza P se encuentra en el 
primer cuadrante, la línea neutra se encontrará al otro lado del centro 
de gravedad y pasará por los cuadrantes 2, 3 
y £ (fig. 169). 
La distancia desde el origen de coordena- 
das a cierta recta 


ay+br+c=0, 
como se demuestra en la geometría analíti- 
ca, es 


A 
ra" 


En nuestro caso (fig. 169) 





OC == 





Flg. 169, 





Es decir, a medida que el punto de aplicación de la fuerza se acerca 
al centro de grav de la sección, la línea neutra se alejará de él. 

En el caso límite, cuando zy=yo=0, es decir, cuando la fuerza P 
está aplicada en el centro de gravedad, la línea neutra se alejará al 
infinito. En este caso las tensiones se distribuyen en la sección de 
manera uniforme. A medida que el punto de aplicación de la fuerza 
se aleja del centro de gravedad, el segmento OC disminuye y la línea 
neutra, por lo tanto, se acercará al centro de gravedad. 

De lo expuesto se deduce que en la tracción o compresión excéntri- 
cas, la línea noutra puede cruzar la sección o encontrarse fuera de ella. 
En el primer caso en la sección aparecerán tensiones de tracción 
y de compresión. En el segundo caso, en todos los puntos de la sección, 
las tensiones serán del mismo signo. 

Esto tiene importancia, por ejemplo, para el cálculo de columnas 
de fábrica de ladrillo. La fábrica de ladrillo resiste mal la tracción y, 
por lo tanto, es deseable que las tensiones en el caso de compresión 
excéntrica sean en toda la sección de compresión y que la línea neutra 
pase fuera de la sección. Para ello es necesario aplicar la fuerza 
exterior suficientemente cerca del centro de gravedad. 

Alrededor del centro de gravedad existe una zona denominada 
núcleo central que, si el punto donde se cruza la línea de acción de la 
fuerza P con la sección se encuentra dentro del núcleo central, las 
tensiones en todos los puntós de la sección serán del mismo signo, 
mientras que si se encuentra fuera del núcleo central, la línea neutra 
cruzará la sección y las tensiones en la sección serán tanto de compre- 
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sión como de tracción. Cuando el punto de aplicación de la fuerza se 
encuentra en el contorno del núcleo central, la línea neutra será tan- 
gente al contorno de la sección. Para obtener el núcleo central es 
necesario imaginarse que la línea neutra recorre el contorno de la sec- 
ción. El punto de aplicación de la fuerza recorrerá en este caso el con- 
torno del núcleo central. 

Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 4.14. Determinar cual de las barras de la figura 170 puedo resistir 
OIE oa DS ceras plésa cas. En sl casa) cuando la 
fuerza P PA 1 sección debilitada 
P P ¡na fuerza excóntrica con un brazo res 
pecto al eje y igual a <, la tonsión má- 
xima do tracción será, 





En ol caso b) la fuerza Pos central 
y, por lo tanto, 


P 
mm =p > 





Flg. 170. Flga 17. 


Así pues, en la barra debilitada por las dos partes la tensión será menor. 


¡plo 4:15. Determinar las dimensiones del núcleo contral para la ba 
de sección circular de radio A. De la condición de simetría, so deduce q 
púcleo central deberá ser de configuración circular. Supongamos que el punto 
de aplicación do la fuerza se encuentra sobre el ejo y y que Ja línea neutra os tao- 
gente al contorno de la sección (fig. 174). Entonces OC=R, yy=", z. 


Teniendo on cuenta que F=xA1 e E, de la fórmula (4.30), so ob- 
tendrá el radio del núcleo central, 


mk, 


a 
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Ejemplo 4.16. Hallar el núcleo central para la barra de sección rectangular 
de lados b yA (fig. 172). 
Delerminamos primoramente por la fórmula (4.30) la ordenada 
to4 ión del contorno del núcleo central con el ojo y. Cuando ol punto 
de aplicación do la fuerza axial so encuentra su la posición A, la línea neutra 
coincidirá con la base inferior del rectángulo y 
entonces, 
. 


Es a 
OC==5: 2920; F=bhi l= Tp. 


del pun- 



















Por la fórmula (4.30) so obtiene, 
h 
We 


Cuando la resultanto de las fuerzas so des: 
plaza al punto B situado a la distancia 2 del 
centro de gravedad la línea neutra coincidirá 
con el lado derecho del rectángulo. Simétrica- 
mento 24 y Bo sión ls puntos 41 y lg. 
Queda por estable: 
toria do puato a de la za 
non 
recho 
17 a Formal (ai expre: 
iguala: ión mormal en cierto punto de la 
sección. Si en el. punto derecho Inferior de lo sección, es deci on dl punto de 
coordenadas 














h b 
Saz Y iz» 


la tensión es igual a cero, entonces de la ecuación (4.29), obtendremos, 


o sen 





»ngamos shora que + o ya son variables. Está claro quo entonces, al gk- 
ear la Llnad sonien alrzisdos 6 en pasto jo, el pasto daa pllacidn de lost 
P.so desplazará por una línea recta. En muestro caso concreto esta recta. pasará 
por los puz intos A y B. Uniendo los puntos A, a A', y B' con líneas rectas se ob- 
tiene el Prlcleo central que, en este caso, resu! ta ser un rombo. 


8 36. Flexión de barras de curvatura grande 


Hasta aquí se analizaron problemas relacionados con la flexión 
de la barra recta. Veamos ahora la flexión de la barra curva suponien- 
do dl las fuerzas exteriores actúan en el plano de curvatura de 
aquella 
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Se suelen distinguir barras de pequeña y barras de gran curvatura. 
Lo fundamenta! para tal división es la relación entre la altura de la 
sección h en el plano de la curvatura y el radio de curvatura del eje 
de la barra pa. Si esta relación es muy inferior a la unidad (4/po= 
=0,2 y menor), entonces se considera que la barra es de curvatura 


pequeña. En el caso de la barra de curvatura grando, £. resulta 


comparable con la unidad. Así pues, esta división es convencional 
y no tiene un límite bien definido. 

Las fórmulas que fueron obtenidas anteriormente para el caso de 
la barra recta son aplicables también al caso de barras de pequeña 
curvatura. Lo único que varía es la fórmula (4.5) que determina la 
curvatura de la barra solicitada. En su lugar, en el caso de la barra 
de pequeña curvatura se debe considerar la fórmula, 


(4.31) 





siendo 2, la curvatura de la barra sin carga. Así pues, los problemas 


quo están relacionados con el cálculo de barras de pequeña curvatura 
no contienen ninguna particularidad específica. El problema de los 
desplazamientos se analizará en el capítulo V. 

'asemos ahora a la barra de curvatura grande. Al esquema 
de esta barra se reduce, por ejemplo, el cálculo de la resistencia del 
gancho de una grúa o de los elementos de una cadena metálica 
(fig. 173). 

Supongamos un tramo de la barra de curvatura grande de sección 
constante solicitado en sus extremos por los momentos M (fig. 174). 
Como en el caso de la barra recta ($ 29) se puedo demostrar que el 
conjunto de puntos que antes de la flexión constituían el plano de la 
sección transversal, después de la flexión, también formarán una 
sección plana, pero girada en el espacio. Es decir, que las secciones 
transversales de la barra de gran curvatura, en la flexión pura, per- 
manecen plenas. 

Separemos de la barra curva, por dos secciones normales próximas, 
un tramo elemental (fig. 174). Durante la flexión, las secciones conti- 
guas girarán una respecto a la otra un ángulo Á dp lo que conduce 
a que en las capas de la barra aparecerán ciertos alargamientos. 

Introduzcamos las notaciones necesarias. Llamaremos pa 
(fig. 174, a) al radio de curvatura del eje de la barra (lugar geométrico 
de los centros de gravedad de las secciones) y ro, al radio de curvatura 
de la capa neutra. La magnitud r, queda por ahora desconocida. En 
adelante veremos que r, es siempre menor que po y que, por lo tanto, 
la línea neutra de la barra de curvatura grande resulta desplazada 
respecto al centro de gravedad hacia el centro de curvatura, La orde- 
nada y la mediremos desde la línea neutra. 
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El alargamiento de la capa AB (fig. 174, b) será, 

BB'_ vd 

AB" ondo" 

Aquí se supone que durante el proceso de la flexión de la barra, la 
magnitud y no varía. Hablando con rigor, esto no es así, pues si ana- 
lizamos las condiciones de equilibrio de la franja elemental AB 





Nu 


19) 


(fig. 174, c) resultará evidente que entre las fibras contiguas deberá 
existir una acción mutua en forma de fuerzas dirigidas radialmento y, 
como resultado, variará la forma de la sección transversal de la barra 
y la magnitud de y. En el caso de secciones macizas estas variaciones 
son insignificantes. En el caso de barras de paredes delgadas los des- 
plazamientos radiales de las fibras serán bastanto grandes y pueden 


$ 36. Flezión de barras de curvatura grande 173 





conducir a una variación significante del cuadro do distribución 
de las tensiones en la sección. 

La fracción 2% es proporcional a la variación de la curvatura 
de la barra. De la figura 174 so deduce que el segmento 


CD=(dp +A dp)r, 
siendo r, el radio de curvatura de la capa neutra después de la 
deformación. Por otra parte 

CD=r, dp. 

Igualando estas magnitudes, obtendremos, 

Adp_ 1 

rx): 
Así pues, podemos afirmar que 


| E 
+ nm (+5) 


y 1 1 
or (tE). (4.32) 

En estas expresiones so vo claramento la particularidad principal 
de la barra de curvatura grando. Como en este caso las dimensiones 
de la sección transversal son comparables con el radio ro la magnitud 
de y que figura en el denominador adquiere un valor importante y las 
tensiones, por lo tanto, se distribuyen de manera no lineal. En el 
caso de la barra de pequeña curvatura y es pequeña en comparación 


con ro y sai, 
-—m 





y, entonces, 


Cuando z ==0 esta expresión coincide con la expresión (4.3) corres- 


pondiente a la barra recta. 

Supongamos para mayor simplicidad que la sección de la barra 
es simétrica respecto al plano de la curvatura. Entonces el eje y de 
la sección será el eje de simetría (fig. 175) y el momento de las fuerzas 
elomentales o dF respecto a este eje será igual a cero. Escribamos 
ahora la expresión de la fuerza normal Y y la del momento flector 


trees 





N=f0ar, Mue= oy ar. 
Después do introducir la expresión de o según (4.32) hallaremos 
E 1 1 yar 
N=Er (+77) Ñ 


roy 
1 11 (yar 
Mu = Er, Ea 
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Como la fuerza axial es igual a cero, 


dr 
$ HE (4.33) 








Transtormamos ahora la expresión de Mw. descomponiendo la 
lecir, 


expresión subintegral en dos sumandos, es 





La primera de estas integrales representa el momento estático de la 
sección respecto a la línea neutra y es igual al producto Fe, siendo e, 





Flg. 175. 


la distancia de la línea neutra al centro de gravedad, 


e=P.—T (4.34) 
La segunda integral es según (4.33) igual a cero. Así pues, 
Muee= Era (H—-) Fe. (4.35) 


Eliminando con esta expresión la diferencia de las curvaturas de la 
expresión de o (4.32) se obtiene la fórmula para la determinación 
de las tensiones normales, A 
y 
A e 
Como vemos, las tensiones varían con la altura de la sección de for- 
ma no lineal. El diagrama de las tensiones está constituido por una 
hipérbola, una de las asíntotas de la cual coincide con el eje de curva- 
tura (fig. 176). Según sea la configuración de la sección la tensión 
máxima ocurrirá en el punto superior o en el punto inferior de la sec- 
ción. 
Para poder emplear la expresión (4.26) es necesario determinar 
previamente el valor de r,. Para ello, veamos la integral (4.33). 








175 
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u=r+y 


Introducimos la nueva variable u, 
(fig. 177). Entonces la expresión (4.33) se escribirá así, 
dr=0, 





(4.37) 


pa 





de donde se obtiene 
r= qe 

yu 
La integral que figura en el denominador constituye una carac- 
terística geométrica de la sección como, por ejemplo, el momento 





Flg. 176. 





du 


Flg. 178, 


sección rectangular (fig. 178, a), 
pettn 

E on trn 
Po—A/2 


estático o el momento de inercia. En el caso particular de una 
e 3 
u z 





Dala 


j 
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y de acuerdo con la fórmula (4.37), 


E 
* paz 
n= 
El desplazamiento de la línea neutra respecto al centro de 
gravedad es 
h 
*— A 
Moa 
De manera análoga, en el caso de una sección transversal cir- 
cular (fig. 178, b), después de ciertas integraciones obtendremos, 


=p —V PR). (4.39) 


La determinación de e como la diferencia entre pa y 7a resulta 
cómoda, sobro todo cuando so trata de barras de curvatura relativame: 
Sa. Ramilta que la diferencia entro las magritudes grandes pa y ro es muy peque: 
da, pero deberá calcularse con gran exactitud, puesto quo de ésto depende el 
rosultado de los cálculos de la tonsión o por la fórmula (4.36). Por lo tanto es 
necesario obtener el valor de ra con un número grando de cifras significativ, 
Para estos casos so ha elaborado el método de descomposición en series de 
maguitudes que so restan, que tiene la ventaja de que Juego los primeros térmi- 

series se eliminan. Por ejemplo, en el caso de la sección rectangular 


SS ) 
de donde se obtiene, 


(ae) (a) -. 
Po 


(4.38) 





























Volviendo a la exprasión (4.25), obsersamos que las magnitudes 9, se oliminen 
¡ente y el desplazamiento e se obtiene, sin perder exactitud, por la serie 





IS 


Cuando z <-$ es suficiente retener un solo término de la serío para conse: 





HE Eo 
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Todo lo expuesto puede ser extendido fácilmento también al caso de una 
sección arbitraria. Escribimos la expresión (4.33) en la forma siguiente 
+ var _( _yete 
Toby rey 





= (Liar 
Serias . 





siendo y1=y—e, la distoncia desde el área elemental df hasta al oje central, 
De aquí detorminamos la magnitud de e, 


Da 
+ 


- h—. 
] PorH Ya 
Aprovechando la descomposición en serio 
Ñ , 
1 1-41. (2) = 
( E Po + Pp 


y limitándonos a los dos primoros términos de la serie, obtendremos, 


jale) 


Como y, se mide desde el ojo central, 
Ñ ndF=0. 





Entonces, 
ete (4.40) 


siondo /;, como en el caso de la floxión de la barra 
recta, el inomento de inercia de la sección respecto 
al ojo central, 


Ejemplo 4,17. Dotorminar la tensión en el 
punto 4, del gancho, de sección trapezoidal, (Us. 
179) de dimensiones: 9,=4 cm, b¿=1 cm, u,=3 cm, 
u,=10 cm y h=7 cm. La fuerza P=2000 





Comenzamos determinar la posición del 
centro de gravedad de la sección. El momento es- Flg. 179. 
tático de ésta respecto a la base mayor es 
ea 


El área de la sección será, 
potct 17,5 om. 
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Dividiendo el momento estático por el área de la sección se obtiene la distancia 
de la bese del trapecio al centro de gravedad yo, 


El radio po=40+u=5,8 cm. El momento de inercia de la sección respecto 
a la baso será, 





y pasando al ejo central x, 
Ly=200,1—2,81-17,5=02,9 cm. 
Determinando e por la fórmula aproximada (4.40) obtendremos, 
20,620 cm. 
La tensión originada por la flexión en el punto 4 se determina por la 
tóccacia (IO), que an atacado en escri ala 
Pl Toa "5,8 2, 
o E A om kgljemt. 


A osta tensión so la debo agregar lo tensión originada por la tracción 





ore E=114 kgfiem. 


04 =891 kgl/emt, 
Si se obtiene e por le fórmula más exacta (4.38) hallaromos, 
=0,598 cm, 


Así pues, 





04=920 kgl/cm”, 


Capítulo V 


DESPLAZAMIENTOS EN BARRAS ORIGINADOS 
POR CARGAS ARBITRARIAS 


$ 37. Energía potencial de la barra 
en el caso general de solicitación 


Anteriormente so estudiaron los desplazamientos en barras 
rectas en los casos de tracción, torsión y flexión. Veamos ahora el 
caso general de solicitación de la barra, cuando en las secciones trans- 
versales pueden surgir fuerzas normales y cortantes, momentos torso- 
res y lectores simultáneamente. Para ampliar ol círculo de problemas 
a analizar, consideremos también que rra puede ser no sólo recta, 
sino también de pequeña curvatura, o estar constituida por tramos 
rectos que forman un sistema plano o estéreo. 

La solución de este problema es necesa no solamente para la 
determinación de los valores de los desplazamientos y para juzgar 
sobre la rigidez de la estructura. Sobre la baso de los desplazamientos 
obtenidos se crean los métodos generales de determinación de los 
factores de fuerza interiores en los sistemas hiperestáticos, de lo que 
hablaremos en el capítulo siguiente. La determinación de los despla- 
zamientos resulta necesaria también para investigar el problema de 
las oscilaciones en sistemas elásticos (véase el capítulo XV). 

La manera más fácil de determinar los desplazamientos es por las 
relaciones energéticas basadas sobre la expresión genera! de la energía 
potencial de la barra solicitada. 

Antes de determinar la energía potencial se realiza el análisis do 
los factores de fuerza interiores que aparecen en la barra. Este análi- 
sis se llova a cabo, como se sabe, por el método de las secciones y ter- 
mina con la construcción de los diagramas de los momentos flectores 
y torsores y, cuando resulta necesario, con la construcción de los dia- 
gramas do las fuerzas normales y cortantes. 

En todos los casos, los diagramas de los factores de fuerza interio- 
res so construyen sobre ol eje de la barra. La magnitud de la fuerza 
interior se sitúa normalmente al eje como se indica, por ejemplo, en 
la figura 180. En el caso de una barra estérea el eje se dibuja en pers- 
pectiva y los diagramas de los momentos flectores se representan en 
los planos de flexión correspondientes (fig. 181). El diagrama de 
los momentos torsores no se relaciona con un plano determinado y, a 
diferencia del diagrama de los momentos (lectores, se raya con lineas 
helicoidales, 
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Fig. 180. 





Flg. 181. 
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Para determinar la energía potencial, separamos de la barra un 
tramo elemental de longitud da (fig. 182). La barra puedo ser recta 
o tener una curvatura inicial pequeña. En cada una de las secciones 
transversales, en el caso general, de solicitación, aparecen seis factores 
de fuerza interiores: tres momentos y tres fuerzas. Consideramos que 
estos factores son exteriores respecto al tramo elemental separado y 
determinamos el trabajo que ellos realizan al deformarse el elemento. 
Este trabajo se transforma en energía potencial acumulada en el 
tramo elemental de la barra. 

La sección izquierda del elemento (fig. 182) la consideraremos 
convencionalmente inmóvil, para que el trabajo de todas las fuerzas 
que se aplican a la sección extrema izquierda, sea igual a cero. El 
punto de aplicación de las fuerzas do la sección derecha recibo, al 
deformarse el elemento, ciertos desplazamientos pequeños sobre los 
que so realiza el trabajo en cuestión. Es muy importante el hecho 
de que a cada uno de los seis factores de fuerza interiores la corres- 
ponde su desplazamiento, sobre el cual, ninguno de los cinco factores 
de fuerza interiores restantes realiza ningún trabajo. Así, por ejem- 

lo, el momento M, origina el giro de la sección respecto al eje z. 

'n este desplazamiento angular realiza trabajo solamente este mo- 
mento M,. El desplazamiento lineal según el ojo y surge como conse- 
cuencia de la fuerza cortante Q,, y solamente esta fuerza realiza 
trabajo en este desplazamiento. Por lo tanto, la energía potencial 
del elemento se puede interpretar como la suma de los trabajos 
independientes de cada uno de los seis factores de fuerza, es decir, 
como la suma de las energías correspondientes a la torsión, flexión, 
tracción y distorsión respectivamente, 


dU =dU (M)+dU (M) +dU (M,) +40 (N)+ 
+dU (Q,.) + dU (0). (5.4) 


Las expresiones de los cuatro primeros sumandos ya las conocemos, 











a E, am) E, 
du ME du Mr 


Queda por determinar la energía de la distorsión dU (Q,) y dU (Q,)- 

Para calcular la magnitud de dU (Q,), analicemos un prisma elo- 
mental de área de la base dF y de longitud dz (fig. 183). La energía 
acumulado en este volumen es UsdF dz, siendo Us, la energía poten- 
cial unitaria de la distorsión. De acuerdo a (2.3) del $ 20, obtendre- 
mos, 
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Así pues, 
Us dP de =¿dP ás. 


Integrando sobre el área F, hallaremos, 
200) =3 [13 dr. 
? 


Según la fórmula de Zhuravski (4.12) del $ 30, 





y por lo tanto, 


bio 
d0 10) = Qe [SEE 6 
€ 


Es 


Introduciendo la notación, 
. 
le par ho (52) 
obtendremos, a 
Qd: 
q 0) =k, Sep 
y de manera análoga, 
. 
dy E. 
Los coeficientes £, y k, son magnitudes adimensionales que 
dependen de la configuración geométrica de la sección. Por ejemplo, 


en el caso de una sección rectangular de dimensiones b y h (fig. 184) 
el momento estático del área rayada S* respecto al eje z será, 





$ 37. Energía potenctal de la barra 183 





Como 
dF=bdy, 
F=bh, 


1 
TE 
después de ciertas transformaciones, por la fórmula (5.2), obten- 
dremos, 
k=k=ky=$. 


En el caso de una sección circular maciza k=*7.. En el de una 


sección circular de paredes delgadas k=2, etc. 
La expresión (5.1) adquirirá ahora el aspecto siguiente 


Mid: , Mid: , Mijds , N*dz Qés Qjdz 
E E PE E IAE 
Para obtoner la energía potencial de toda la barra falta sola- 
mento integrar la expresión obtenida sobre la longitud de la barra, 
es decir, 


A . , 
e +! do ade. 6.3) 


Si lo estructura es complicada y consta de varios elementos en 
forma do barras, entonces una vez realizada la integración sobro cada 


4 : - 
Fla. 188. 


una de las barras so deben sumar las energías de todos los elementos 
que constituyen la estructura. 

No siempre todos los sumandos de la expresión (5.3) tienen la 
misma importancia. En la mayoría de los sistemas que se encuentran 
en la práctica, donde los elementos que constituyen la estructura, 
trabajan a flexión o torsión, los tres últimos sumandos de (5.3) resul- 
tan ser mucho menores que los tres primeros. Es decir, la energía 
correspondiente a la tracción y distorsión, como norma general, re- 
sulta muy inferior a la energía de la flexión y torsión. 

Al mismo tiempo pueden ocurrir casos cuando todos los sumandos 
son del mismo orden. Así, por ejemplo, en el caso de una barra traccio- 
nada excéntricamente (fig. 185), cuando el brazo a es pequeño, la 
energía de la flexión y la de la tracción son magnitudes del mismo 
orden. 
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$ 38. Teoroma de Castigliano 


Como base para la determinación de los desplazamientos de una 

barra puedo servir el teorema de Castigliano cuyo enunciado es: 

La derivada parcial de la energía potencial de un sistema respecto 

a la fuerza es igual al desplazamiento del punto de aplicación de la 
fuerza en dirección a ella. 

Este enunciado requiero una aclaración. Entenderemos por des- 

plazamiento en una dirección dada la proyección del desplazamiento 

Pp. completo sobre dicha dirección, es decir, 

1 que el desplazamiento del punto de aplica- 

ción do la fuerza en dirección a ésta so debe 

KK interpretar como la proyección del despla- 

zamiento completo del punto sobre la direc- 


» ción de esta fuerza. 
hr Veamos un sólido elástico solicitado por 

7 un sistema arbitrario do fuerzas y fijado de 

tal manera que queden eliminados los des- 

Fin. 186. plazamientos del sólido como un cuerpo 


rígido (fig. 186). Sea U la energía poten- 
cial de la deformación acumulada en el volumen del sólido como 
resultado del trabajo realizado de las fuerzas exteriores. Demos a una 
de estas fuerzas, por ejemplo a P,, un incremento dP,. Entonces la 
energía potencial U recibirá el incremento correspondiente 


au, Ñ 
Seen y será igual a 


U+ ¿5 AP. (5.4) 


Variemos ahora el orden de aplicación de las fuerzas, aplicando 
primero la fuerza dP,. En el punto de aplicación de esta fuerza ocu- 
rrirá el desplazamiento pequeño correspondiente, cuya proyección 
sobre la dirección de la fuerza d£, será dó,. Entonces, el trabajo de 


la fuerza dP, resultará igual o “Pg%%. Apliquemos ahora todo el sis- 


tema do fuerzas exteriores. Si no existiese la fuerza dP,,, la energía 
potencial del sistema sería de nuevo U. Pero ahora esta energía 
variará en una magnitud igual al trabajo complementario dP,Ó, que 
realiza la fuerza dP, en el desplazamiento 8, originado por todo el 
sistema de fuerzas exteriores. La magnitud 6, es de nuevo la proyec- 
ción del desplazamiento completo sobre la dirección de la fuerza P,. 
El coeficiente 1/2 ante el producto dP,6, en este caso no figura puesto. 
que la fuerza dP, permanece constante durante el desplazamiento $, 

Como resultado, en el caso de que las fuerzas se apliquen en orden 
inverso, la expresión de la energía potencial será, 


U+dP.5, +5 dP, db, (5.5) 
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Igualando esta expresión a (5.4) y prescindiendo del producto 
Huddn que es una magnitud pequeña de orden superior, obten- 
dremos, 

5, => (5.6) 


Así pues, derivando la energía potencial respecto a una de las fuer- 
zas exteriores (permaneciendo las otras constantes) se obtiene el des- 
plazamiento del punto de aplicación de esta fuerza en la dirección de 
ella. 

Si analizamos otra vez detalladamente la demostración anterior, 
veremos fácilmente que en la expresión (5.6) la fuerza P, se puedo in- 
terpretar como una fuerza generalizada, es decir, como un factor de 
fuerza. Entonces 6, se deberá interpretar como un desplazamiento 
generalizado, es decir, como cierto parámetro geométrico en el cual 
realiza trabajo la fuerza generalizada P,. Por ejemplo, si se entiende 
por P, el momento exterior AM (fig. 186), entonces 6, será el despla- 
zamiento angular en el punto de aplicación del momento y en direc- 
ción a éste. Si el sólido se' solicita por las fuerzas de la presión hidro- 
stática, entonces al derivar la energía potencial respecto a la presión, 
obtendremos la variación del volumen del cuerpo. 

Al demostrar el teorema de Castigliano, no se impuso ninguna 
limitación, ni sobre la forma del cuerpo, ni sobre el sistema de fuerzas 
exteriores. Incluso ni se planteó la condición de que el material siga 
la ley de Hooke. Pero de una manera indirecta estas limitaciones exis- 
ten, 

Si entro las fuerzas y los desplazamientos existo relación no lineal, 
entonces el trabajo realizado por el sistema de fuerzas exteriores 
será distinto según sea el orden de aplicación de las fuerzas, es decir, 
según se apliquo el sistema de fuerzas antes o después de la fuerza 
dB, En otras palabras, el sumando U de las expresiones (5.4) y (5.5) 
no será el mismo. En este caso el teorema de Castigliano no sería 
aplicable. 

En la mayoría de los problemas con los que nos encontramos en la 
práctica, la relación entro las fuerzas y los desplazamientos es lineal 
y es aplicable completamente el teorema de Castigliano, al resolver 
estos problemas. Se deben excluir los sistemas en los cuales no se puede 
aplicar el principio de invariabilidad de las dimensiones originales y 
el principio de superposición de las fuerzas. Ejemplos de estos siste- 
ras ya fueron expuestos anteriormente (véase el $ 6). Al determinar 
los desplazamientos en estos sistemas es inadmisible aplicar el teorema 
de Castigliano en la forma que se hizo aquí. 




















Eu el caso de ¡aerandacala no lineal ontre las fuerzas y los desplazamientos, 
so emplea otra relación energética, más goneral, que so obtiene Sobre la baso del 
principio de los desplazamientos posibles. Recibo un enunciado más general, en 
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este caso, el teorema de Castigliano que se interpreta aquí como el teorema del 
mínimo del así denominado, trabajo suplementario. 


Veamos los ejemplos más simples de determinación de los despla- 
zamientos por el teorema de Castigliano. 


Ejemplo 5.1. Determinar, por el teorema de Castigliano, el ángulo de giro 
del extremo derecho de la barra (fig. 187) solicitada por el momento M. 


dé Liers potencial interior de la barra en la torsión so obtiene de la expro- 
sión (5. 


[Mia 
Un Zn . 
Como M;=9M y la rigidez se considera constante, 
pa 
pS 
Dorivando respecto a IN, obtendremos 
90 _m 
=> 
resultado que coincide con la expresión conocida para ol ángulo de torsión, 


Ejemplo 5.2. Determinar la flecha del voladizo (fig. 188) solicitado por 
Ja fuerza P en el extremo. 
La enorgía potencial de la barra on la flexión se obtiene de la expresión, 
ñ 


v=| Mid 
FET," 


A una distancia z del extromo de la vige 
Cuando El, es constante, 





El valor de la flecha obtenida se calculó ya anteriormente integrando la línea 
elástica de la vig 


Ejemplo 5.3. Determinar el desplazamiento vertical del punto A on el caso 
de la estructura de la figure 189. Las rigideces de las barras son iguales, EF. 
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Do no emplear ol teorema de Castigliano, este problema sería difícil de resol- 
yor, Sería necesario determinar los alargamientos do todas las barras y después, 
mediante tas transformaciones geométricas, determinar las posiciones de 
los nudos de la armadura deformada. Este método de resolución conduciría, sin 
duda, a cálculos complicados. Medianto el teorema de Castigliano este problema 
se rosuelve con mayor facilic 

















Seccionando los nudos obtenemos los esfuerzos en cada barra y ubicamos los 
valores de N on la tabla 4. 
labia 4 





Calculamos después el valor de la enorgía potencial para cada barra, 
NH 
oe 
y llenamos la última columna de la tabla. Sumando obtendremos, 
eu 
U=3p 044 VD). 


El desplazamiento del punto A será entonces 


su _ Pl 
UE 04 WD. 
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$ 39. Integral de Mohr 


La determinación de los desplazamientos por el teorema de 
Castigliano, como se pudo observar de los ejemplos anteriores, tiene 
el inconveniente de que permite calcular solamente los desplazamien- 
tos de los puntos de aplicación de las fuerzas exteriores y, solamente, 
en la dirección de estas fuerzas. En la práctica, surge también la 
necesidad de determinar los desplazamientos de puntos cualesquiera 
y en dirección cualquiera. 

El método para vencer esta dificultad resulta bastante simple. Si 
se requiere determinar el desplazamiento de un punto donde no está 

aplicada ninguna fuerza exterior, apli- 

/, camos una fuerza exterior en este 

M punto O y en la dirección que nos in- 

teresa. Planteamos después la expre- 
sión de la energía potencial del sis- 
T tema, considerando también la fuerza 
¿ 0D, calculamos la derivada de la energía 
Ye respecto a D y hallamos así el despla- 
zamiento del punto en cuestión en la 
dirección de la fuerza aplicada O. Fal- 
ta solamente tener en cuenta que la 
fuerza D en realidad no existe y 
considerarla igual a cero. Así se determina el desplazamiento. 

Hallemos el desplazamiento del punto A en dirección al eje x, 
en el caso de la barra solicitada por un sistema arbitrario de fuerzas 
exteriores (fig. 190). 

Apliquemos al punto A en dirección de z la fuerza O. Los factores 
de fuerza interiores en cada sección transversal de la barra, en el caso 
goneral, variarán en ciertas magnitudes que dependen de la fuerza D. 
Así, por ejemplo, el momento torsor en cierta sección transversal será 


Mp=Mo, 








donde el primer sumando representa el momento originado por el 
sistoma de fuerzas exteriores dado y el segundo, el momento adicional 
originado por la fuerza D. Está claro que My» y Mio son funciones 
de z, es decir, varían a lo largo de la barra. De manera análoga apare- 
cerán sumandos adicionales en el caso de los otros factores de fuerza 
interiores, 


M¿=M+Mso, M,+M,p+M,o, eto. 


Está absolutamente claro, que los factores de fuerza adicionales Myo, 
M ¿o y otros son proporcionales a la fuerza D. Si, por ejemplo, dupli- 
camos la fuerza O entonces se duplicarán respectivamente los facto- 
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res de fuerza adicionales. Por lo tanto, 
M=My+M40, 
M Mp +M,0. 
M,=M,p+M,0, 
NN SEND, 5 
0.=0Q:p +00, 
0,=0y+0,0, 


siendo My, M,1, etc., ciertos coeficientes de proporcionalidad que 
dp de la posición de la sección en cuestión, es decir, que varían 
a lo largo de la barra. Si retiramos el sistema de fuerzas exteriores 
y sustituimos la fuerza D por otra unitaria, entonces 


M¡=My, M¿=M,, eto. 


Es decir que Mp, Mrs My Nys Qu y Qy1 representan los factores 
de fuerza interiores que aparecen en la sección transversal cuando 
actúa la fuerza unitaria aplicada on el punto que se considera y en la 
dirección dada. 

Volvamos ahora a la expresión de la energía (5.3) y sustituyamos, 
en ella, los factores de fuerza interiores por sus nuevos valores 
(5.7). Entonces obtendremos, 


(Mio MDP de (Map Ma DY de 
U 7] 261, +$ 2El, E 


ep A 
zEl, 








2EF 
+ f Ent O) y f (erro od 


Dorivando esta expresión respecto a D y suponiondo después 
que D=0, determinaremos así el desplazamiento del punto 4 





0 " MipM y, de MipM yy de MypM yy de 
5 hc) ar +/ ET Un as 
NoNide (EQ eplada (ke a 
PS pa + Leg. (5.8) 
1 i 


Las integrales obtenidas se denominan integrales de Mohr. 







Observemos quo las integrales de Mohr se pueden obtener también, sin re- 
currir al teorema de Castil o, de razonamientos geométricos elementales. 
Veamos, por ejemplo, una barra plana (fig. 191) y determinemos el desplazamien- 
to del punto 4 en dirección a x,. Para simplificar el problema consideremos que 
esto desplazamiento está originado exclusivamente por la flexión. 
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En el tramo elemental do la barra, de longitud dz, ocurrirá una variación de 
la curvatura de la barra y entonces la sección derecha girará respecto a la Izquier- 


de un ángulo, 
(5 e ) 42, 


siendo L, lo curvatura nueva de la barra y > la vieja. 


Como consecuencia de la aparición del ángulo de giro local, la parte do- 
recho de la barra girará, como un todo rígido, y entonces el punto A se 
desplazará on dirección a x, en la magnitud 

ddp=A4"=AS' sen a=04 sen a d0, 
Poro como OA sen a=0B, resultará que dd¿=0B 40. El segmento OB repre- 
senta el momento de la fuerza unitaria, respecio al punto O, aplicada en el 











Flg. 191. 


punto A y en dirección de z,. Asi pues, dd=M, 40 6 


de 
dr ( LL) m1, as, 
(5 7) ts 


(5-5) Mide, 


Do manera análoga so pueden plantear las expresiones de los desplaza» 
mientos para los casos de torsión, tracción y distorsión. En el caso general, 


1 1 1 
da = OM 91 (S 


de donde se obtiene 





) ruca), ds 
+5 eo, de+ $ venQu de+ | vyn0ys da. (5.9) 
i E ¿ 


La oxpresión (5.9) es más general que (5.8) puesto que en ella no se so- 
breentiendo lo dependencia lineal entre 0, (2-2), e, eto., por una parto, 
y los factores de fuerza interiores, por otra. Ella es ES por ejemplo, 
también en el caso de la flexión o torsión no elásticas de la barra. 

Si el materia) sígue la ley de Hooke, entonces 
9, di a 

o e El? *TEF* * "GF 
resultando que la expresión (5.9) se transforma en (5.8). 








$ 39. Integral de Mokr 194 





plo 5.4. Determinar el desplazamiento horizontal del punto A de la 
figura 192, a si la rigidez £1 de todos los tramos es constante. 

En la Darra, el papel principal lo juegan: los desplazamientos origi 
por la flexión. Los que se deben a la tracción y distorsión son tan pequeños, en 
comparación con los primeros, como lo es la energía de la tracción y distorsión 
en comparación con la energía de la flexión. Por lo tanto, de las seís integrales 
de Mohr (5.8) mantenemos solamen- 
te una, la de la flexión, 








nados 


(la flexión en el otro plano y la. 
torsión no existen), 

El momento flector originado 
por la fuerza Pen el tramo AB 





Flg. 192, 


será igual a cero. En el tramo BC, 
p=Px 


Mp=PR (1 +sen q). 
El momento originado por la fuerza unitaria en el tramo AC es nulo, 
mientras que en el tfamo CD seré 
M,=—1-R (10084). 
El signo negativo índica que el momento flector unitario está orientado en direo- 
ción opuesta a Mp. 
producto Mp/M, en el tramo AC es igual a cero. Por lo tanto, la integra- 


1 
ción so lleva a cabo solamente sobre el tramo CD. Sustituyendo ds por R dp, 
obtendremos, 


y en el tramo CD 


eS 
a $ (1 + sen q) (1—cos 9) dp, 
de donde hallamos, 





El signo pa indica que el desplazamiento horizontal del punto A está 
dirigido en dirección contraria a la fuerza unitaria, es decir, bacia la izquierda 
(fig. 192, b). 
Ejemplo 5.5. Determinar lo apertara de la holgura del anillo seccionado 
(fig. 193) bajo la acción de las fuerzas P. La del anillo es El. 
En el punto 8 (fig. 193) el momento flector las fuerzas dadas P es 
Mp=PR (1—cos p), 
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siendo 9, el ángulo central. Suponiendo que el extremo izquierdo del anillo está 
empotrado, aplicamos al derecho una fuerza unitaria para determinar el despla- 
zamiento de un extromo respecto al otro(fig. 194, a). La reacción de apoyo será 
igual a la unidad y, por lo tanto, serán equivalontes los dos dibujos 194, a y 194,9. 
Do esto, entre otras cosas, se deduco que. en general, cuando so requiere dotermi- 
nar el desplazamiento mutuo de dos puntos, se debe aplicar, en estos puntos, dos 











Pa 
A 1 
7) 
Fig. 1%. 
Fig. 195. Flg. 196, 


luerzas unitarias iguales, pero de sentido opuesto, que actúen en la recta que une 
estos ron 
El momento de la fuerza unitaria es, 
My =R (1—cos q). 
El desplazamiento mutuo de las secciones A será 


z 
e mamen 
; 


PR 
damn zp. 

Ej lo 5.6. Determinar el desplazamiento mutuo de las secciones AA en el 
mismo anillo (véase el ejemplo anterior), pero solicitado por fuerzas que actúan 
perpendicularmente al plano del anillo e 195). 

Veamos el anillo en su plano (fig. 196). En la sección B surge no sólo un 
momento flector, sino ón un momento torsor. El primero de ellos es igual 
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al momento de la fue, el eje y el segundo, al momento de lo mismo 
Tarea reparto al ajo 2 (ee Lo. Este elaro que 
M,=PR sen q, Mi=PR (1—cos p): 
Aplícamos en los puntos A4 fuerzas unitarias en lugar de P. Entonces 
cbtandromos 


My=Rs0p, My =R(1—<0sp). 
Volviendo a la expresión (5.5) y considerando las dos primerás integrales, 
hallaremos, 


.. sn 
. 
Ba ES (t—cos wah $ sento de, 
; ; 





3 1 

b= Pro ( 
ax PR Gro] 
miento en cuestión depende aquí de la rigidez del anillo a la tor- 
rigidez a la flexión. vá 
abla 
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De los ejemplos analizados se deduce que al doterminar los des- 
plazamientos de la barra, cuya configuración coincide con el arco de 
una circunferencia, resulta necesario calcular las integrales de diver- 
sas combinaciones de las funciones trigonométricas más simples. Como 
estas combinaciones son bastante típicas, conviene tobular (tabla 5) 
las integrales más frecuentes en los problemas do esto tipo. 


$ 40. Método de Vereschaguin 


El defecto principal de la determinación de los desplazamientos 
por la fórmula de Mobr consiste en la necesidad de plantear las expre- 
siones analíticas de los funciones integrando. Esta incomodidad se 
agrava cuando se determinan los desplazamientos en barras de muchos 
tramos. Sin embargo, cuando la barra consta de tramos rectos de ri- 
gidez constante en cada uno de ellos, la operación de integración se 
puede simplificar. Esta simplificación so basa en el hecho de que los 

ráficos de los factores de fuerza unitarios en los tramos rectos de la 
arra, resultan ser lineales. 

Supongamos es en tramo de longitud 1 se necesita calcular la 
integral del producto de dos funciones f.(2)-/,(2), 

1 


1=S 1, (2): 12) da. (5.40) 
; 


con la condición de que, por lo menos, una de las funciones es 
lineal. Supongamos que 
1, (2) =b+kz. 


Entonces la expresión (5.10) será, 


ñ , 
Ib $ f,(2)da+kÍ 2f, (2) de. 
: ; 


La primera de estas dos integrales constituye el área limitada por la 
curva f,(2) (fig. 197), es decir, el área del diagrama de /,(2), 
1 


$1. d:=9, 


La segunda integral constituye el momento estático de esta área 
respecto al eje y,, es decir, 

A 

Gap (2) de= Dit... 

: 
siondo z,.,. la coordenada del centro de gravedad del primer dia- 
grama. ÁS pues, obtenemos 

1=9, (6 + ka. 4). 
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Pero 


DH Kc y =hal,, 


1=Qi fr (2...) 


Así pues, en el método de Vereschaguin, la integración se susti- 
tuye por el producto del área del primer diagrama por la ordenada dl 
segundo (lineal) bajo el centro de gravedad del primer diagram: 

Cuando las dos funciones f,(2) y /,(2) son lineales, el producto de 
los diagramas resulta ser conmutativo. En este caso, el resultado no 





por lo tanto, 








altora, si se multiplica ol área del primer diagrama por la ordonada dol 
segundo o el área del segundo por la ordenada del primero. 

En cada una de las integrales del Mohr (5.8) figura el producto de 
las funciones M¿pM¿1, Mip My, etc. El método do Vereschaguin se 
puede aplicar a cada une de las seis integrales y la multiplicación 
de los gráficos se realiza de la misma forma, independientemente de 
que estos diagramas se hayan construido para los momentos flecto- 
res, para los momentos torsores o para las fuerzas normales o transver- 
sales. La diferencia consiste solamente en que el «producto» de los 
diagramas no so divide por la rigidez El como en el caso de la flo- 
xión, sino por G1, en el caso de la torsión, por EF en el de tracción y 
por GF, en el de la distorsión. 

A primera vista puede parecer que el método de Vereschaguin 
no proporciona grandes simplificaciones, puesto que para aplicarlo 
es necesario determinar el área de los diagramas de los momentos y la 
posición del centro de gravedad, lo que, en el caso de diagramas com- 
plejos, exige, de todas formas, integración como en el método de 
Mohr. Pero, sin embargo, los diagramas de los momentos flectores 
que se dan en la práctica, como regla general, se pueden descomponer 
en figuras elementales como el rectángulo, el triángulo y el triángulo 
parabólico (fig. 198), para los cuales, tanto el área (2, como la posición 
del centro de gravedad son bien conocidos. En los casos de torsión, 





198 Cap. V. Desplazamientos en barras por cargas arbitrarias 





tracción y distorsión los diagramas resultan más simples aún, pues 
son generalmente lineales y están constituidos por rectángulos y 
triángulos en diversas combinaciones. 





” 
e=bih 2=Jln 
e Parábola dd um 
A :6. 1a parábola 
y £ 
Flg. 198. 


Ejemplo 5.7. Por el método de Veraschaguln, calcúlos ol desplazamiento 
dol punto A para ol caso de la viga dela figura 1 
Coustraímos el diagrama de los Iomentos fletoras correspondientes a las 
fuerzas dadas P (fig. 489, b). Sotizamos después las fuerzas exteriores, aplica- 
mos en el punto A una fuerza unitaria y construimos ol diagrama correspondiente 








Qi 








Flg. 199. 


(fig. 199, Hallamos ahora el jucto de los di: mas. En el tramo BC, 
ect de los faro dias e 





Pr 
a =p + 
La ordenada del diagrama wnitario, bajo el contro de gravedad del diagrama 
de los momentos de las fuerzas dadas, será en este tramo, 


E 
Meg= pe 
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Multiplicando estas magnitudes, hallaremos, 
PR 
Mie =p 


El tramo BD no se puede considerar enteramente puesto que, en él, el dia- 
ma de los momentos de la fuerza unitaria está constituido por una línea que- 
“Tomamos solamente la mitad del tramo, es decir, el segmento AB. Aquí, 


ñ 
e=th, 

5 
Mer, 
_spR 

cn 





Me 


Sumondo los resultados de las multiplicaciones QM. , obtendremos, 
23P1 
(Mie dao =p 


En los tramos situados a la derecha del punto A, de la condición do simetría, se 
obtione el mismo resultado. Duplicamos pues la oxpresión hallado y, una voz 
dividida por El, obtendremos ol desplazamiento que se busca, 


as BPR 
A RET- 
Ejemplo 5,8. En el sistema de la figura 200, a determinar la separación de 
los puntos A originada por la fuerza P. 


A A 





1) 


Fig. 200. 


Construimos los diagramas de los momentos de las fuerzas dadas P y de las 
as unitarias aplicadas en los puntos A (fig. 200, b y c). Está claro que el 
E jueto de los diagramas en los tramos verticales será igual a cero. En el tramo 

orizontal hallaremos, 
=PD, Mic al, 








y por lo tanto, 
PR 
d=ET + 





Ejemplo 5.9. Determinar el desplazamiento del punto 4 del voladizo soli- 
citado por una carge uniformemente distribuida de intensidad q, (fig. 204. 0). 
Construimos los diagramas de los momentos de las fuerzas dadas y do la 
fuerza unitaria aplicada al punto 4 (fig. 201, 5 y c). La multiplicación de los 
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diagramas so debo realizar por tramos, o sea, para la parte derecha y para la parto 
izquierda de le barra por separado. En la izquierda, el diagrama do los 
momentos de las fuerzas dadas está constituido por un trapecio parabólico cuya 
área y posición del centro de gravedad son desconocidos. Por ello descomponemos 
al diograma. En lugar del diagrama de la figura 201, d construimos, por soparado, 

diagrama correspondiente a la carga que se oncuentra a la derecha y el diagra: 
la correspondiente a la carga ubicada a la izquierda del punto A (fig. 201, d), 
























9 
0) 
b) 
1 
4 5 o 
MET 
I Jj 7 
= d 
+ 15 


Flg. 201. 


Ahora, en el tramo izquierdo, en lugar del trapecio parabólico, figuran un trián- 
gulo, Un rectángulo y un trióngulo parabólico. Las áreas y las posiciones de los 
centros de gravedad do estas figuras son conocidas. 

El producto de los diagramas en el tramo derecho es igual a cero. En el tra- 
mo izquierdo, se obtienen los siguientes sumandos correspondientes al roctán- 
gulo, triángulo y triángulo parabólico respectivamente, 


e e do 
604 ' 163 4808” 


A 
AE" ET” 

Ejemplo 5.10, Veamos el ejemplo de un sistema estéreo. Doterminemos el 
desplazamiento del punto 4 en la dirección k en el caso de la barra estéroa de la 
figura 202, a. La rigidoz do los elementos a la flexión en los dos planos es igual 
a El. La rigidez a la torsión es G/y. 

Los desplazamientos fundamentales en ol sistema son los relacionados con 
la flexión y la torsión do las barras. Construimos los diagramas de los momentos 
flectores y torsores corrospondientes a las fuerzas dadas y a la fuerza unitaria 
(fig. 202, b y c). Multiplicamos los diagramas de los momentos flectores. Se mul- 
tiplican solamente los diagramas que se-encuentran en un mismo plano. Esto 
so deduco do le expresión (5.8) donde, dentro de las integrales, se multiplican 





do donde hallamos, 
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solamente los momentos Myp M1 Y MypMy1, pero no los momentos Mp My, 





Y Myp Max 
El resultado de la mul! iplcaión de loe diagramas d los momentos lecio 
res en los tramos AB, BC, CD y DE respectivamente es, 


0 PA PA E. Mo 
e AE RA NA 
Como la rigidez a la flexión en los dos planos y en todos los tramos 
es la misma, todas estas magnitudes deberán sumarse y dividirse por El. 





Entonces obtendremos, 


Los diagramas do los momentos torsors se multiplican solamente on 
el tramo CD. Como los momentos tienen el mismo signo, hallaremos, 


. 
+ane 
El desplazamiento en cuestión será, 
2 1 
d=Pe (+27): 


En el caso de una barra de sección circular, 


E 
C= 0,77 El 
0 
y por lo tanto, 


PR 
eR2z7> 


$ 41. Determinación de los desplazamientos 
y las tensiones en muelles espirales 


Los muelles espirales son unos de los elementos elásticos más 
difundidos en la construcción de máquinas. Se emplean en las más 
diversas estructuras como acumuladores de energía elástica en los 
dispositivos de amortiguación, de avance y retroceso y en otros mu- 
chos dispositivos. 
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El cálculo y diseño de muelles espirales se estudia en los cursos 
do piezas de máquinas e instrumentos. Sin embargo, debido a los 
tradiciones establecidas, las fórmulas principales para el cálculo se 
deducen generalmente en el curso de resistencia de materiales, puesto 
que el cálculo de los muelles ¡lustre claramente los métodos de deter- 
minación de los desplazamientos. 

El muelle espiral se puede interpretar como una barra alabeada 
en el espacio, cuya línea axial, en el caso más simple, es una línea 





helicoidal. La forma geométrica de la línea axial se determina por el 
diámetro de la espira D, por el númoro de espiras n y por el ángulo de 
elovación a: (vénse el desarrollo de la figura 203). La elevación de la 
espira se puede caracterizar también por el paso s del resorte, 


s=nxDtga. 


En todos los muelles que se encut en la práctica, el paso s es 
muy inferior a D y el ángulo de elevación a. se puede considerar 
como una magnitud pequeña. Generalmente «<5”. Las propiedades 
del resorte dependen también de la forma de la sección transversal 
de la espira. Generalmente se hacen de alambre redondo cuyo diámetro 
se denota por d (fig. 203). Según sea el tipo de las cargas de trabajo 
que actúan los muelles espirales se dividen en muelles de tracción 
(fig. 204, a), muelles de compresión (fig. 204, b) y muelles de torsión 
(fig. 204, e). En los dos primeros casos, los muelles se cargan por 
fuerzas, cuyas resultantes están orientadas según el eje del muelle. 
El muelle de torsión se solicita por dos momentos situados en los 
planos perpendiculares al eje del muello, 
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La particularidad constructiva de los muelles citados consiste en 
la terminación de los extremos. Las espiras extremas de los muelles 
de tracción y torsión se doblan de tal manera que sea factible, en 
cada caso, la fijación del muelle con las piezas adyacentes. En el caso 
de muelles de compresión, las espiras extremas se comprimen y se 
esmerilan en los extremos para conseguir así los planos de apoyo. 


he » 
3 b a 


Al determinar los desplazamientos y las tensiones estas particulari- 
dades do los muelles no se tienen en consideración y se prescinde 
generalmente de las espiras extremas, 

Hallemos la dependencia entro la variación de la altura dol muelle 
de tracción — compresión y la fuerz: P. En toda sección trans- 
versal arbitraria de la espira del muelle de tracción aparece la fuerza 


interior resultante P (fig. 205, a) y un momento M=P 2. La fuerza 


completa en la sección es paralela al eje del muelle y el plano del 
momento M coincide con el plano del par de las fuerzas P. La sección 
transversal normal de la espira está girada respecto a este plano un 
ángulo «. Descomponiendo el momento y la fuerza sobre los ejes 
relacionados con la sección (fig. 205, b), hallaremos, 











Do D 
M,=P-3 0080 My =P sena; ) (5.11) 


Q=Poosa; N=Psna. 
Para hallar el desplazamiento axial %, aplicamos a los extremos 


del muelle fuerzas unitarias y calculamos los factores de fuerza 
interiores que en este caso surgen. Estos factores se determinan, claro 
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está, por la expresión (5.11) considerando que P=1, 
My 0080; My == sena; Qy=co00 N=s000. 


Para determinar los desplazamientos en el muelle helicoidal es 
necesario, pues, plantear cuatro integrales do Mohr de las seis que 
figuran en la fórmula (fórmula 5.8). Sin embargo, resulta que los 
desplazamientos originados por las fuerzas normal y cortante, como 
en el caso de cualquier otra barra, son pequeños y debido a que a es 


Pp 





pequeño será pequeño también el desplazamiento axial relacionado 
con la flexión de las espiras. Por lo tanto, 


MM de 
de $ Az, 
; 


siendo Gl, la tigidoz de la espira a la torsión, suponiendo que 


cosa 24, obtendremos, 

melZl 

Sr" 

sieudo 1, la longitud total de la parto de trabajo de las espiras 
que es, 

¿=5Dn 
Así pues, 

q als (5-12) 
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Al determinar la magnitud de n, en el caso del muelle de tracción, 
la parte doblada de las espiras en los extremos no se tiene en conside- 
ración. En el caso de los muelles de compresión, del número total 
de espiras se resta 3/4 de espira en cada extremo, puesto que estas 
espiras están en contacto con las espiras adyacentes y ño pueden de- 
formarse libremente. Así pues, se supone que espira y media no tra- 





bajan. 
Si el muelle se forma de un alambre redondo, 
ad 
1=1=% 
y entonces, la fórmula (5.12) se escribirá así, 


1. (5.13) 


=> 





Como las espiras del muelle de tracción —compresión trabajan 
principalmente a torsión, 





Pasando a los muelles de torsión convieno señalar que al calcular- 
los, el máximo interés presenta la determinación del desplazamiento 
angular de un extremo respecto al otro. 

En las secciones transversales de la espira del muelle de torsión 
surge el momento total M=M (fig. 206). Descomponiéndolo según 
los ejes obtendremos, 


My=Mcosa; M,=Msena. 
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Una vez aplicados a los extremos del muelle los momentos unita- 
rios ballaremos, 
Mec =008 0; My, =3eD 0%. 
Como el ángulo «a es pequeño, prescindimos del desplazamiento 
relacionado con la torsión de las espiras y consideramos que cos a 
es igual a la unidad. Entonces obtendremos, 
MyyecM tcs de _ MU 
ej 
6 
== 
La tensión máxima originada por la flexión será, 
max = pp, 

Los problemas que surgen en el cálculo de los muelles espirales 
no se limitan a lo expuesto. Cuando el diámetro del alambre d es 
comparable con el de la espira D resulta necesario introducir ciertas 
correcciones debidas a que la curvatura es grande. En algunos casos 
es necesario determinar los desplazamientos denominados secunda- 
rios, por ejomplo, la variación del diámetro o la variación del número 
de espiras del muelle de tracción. En toda una serie de casos presenta 
cierto interés la creación de muelles con dependencia no lineal entre 
el asiento A y la fuerza P. Esto se consigue con el hecho de que, 
al deformarse el muelle, parte de las espiras deja de trabajar. Se 
encuentran también problemas relacionados con el cálculo de muelles 
no cilíndricos y otros muchos. Todos ellos, sin embargo, salen fuera 
de los marcos de curso de resistencia de materiales y, por lo tanto, 
aquí no se analizan. 








8 42. Tooromas de reviprocidad de los trabajos 
y los desplazamientos 


El teoremo de reciprocidad de los trabajos, así como el teorema 
de Castigliano, figura entre los teoremas generales de la resistencia 
de materiales, Se deduce directamente del principio de superposición 
de fuerzas y se aplica a todos los sistemas que se atienen a este prin- 
cipio. 

Veamos un cuerpo elástico con una fuerza P, aplicada en el punto 
A y otra P,, en el punto B (fig. 207). Suponiendo que se puede aplicar 
al sistema el principio de superposición de las fuerzas, determinemos 
el trabajo que realizan las fuerzas P, y P,, al aplicarlas en orden 
directo e inverso. 

Aplicamos primeramente en el punto A la fuerza P, que realizará 


entonces el trabajo $ P,6,, siendo 64, el desplazamiento del punto 
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A en dirección a le fuerza P, originado por la misma fuerza P+, 
Aplicamos después en el punto 8 la fuerza P, que realizará un trabajo, 


cuya expresión será análoga a la anterior, es decir y; Pyóy- Simulté- 
neamente a este trabajo, realizará cierto trabajo también la fuerza P, 


uesto que al aplicar la fuerza P, se desplaza el punto A. El trabajo 
Bo la tuorza Pa será P,8y,, siendo 6, el desplezamiento del punto 


E % 


Fig. 207, 


A en dirección a la fuerza P, originado por la fuerza P, aplicada al 
punto B. 

Como resultado se obtiene la siguiente suma de los trabajos co- 
rrespondiente al orden directo de aplicación de las fuerzas, 


FP HE Pit Pin 


Invertimos ahora el orden de aplicación, aplicando primero P, 
y después P, Entonces la expresión del trabajo realizado será, 


HP +5 Pt Por 


Igualando estos trabajos obtendremos, 
P8 y =P Spy (5.14) 

El resultado obtenido se puede resumir de la forma siguiente. 

El trabajo de la primera fuerza en el desplazamiento del punto de 
su aplicación y debido a la acción de la segunda fuerza es igual al 
trabajo realizado por la segunda fuerza en el desplazamiento del punto 
de su aplicación y originado por la primera fuerza. 

En esto consiste el teorema de reciprocidad de los trabajos. 

Este teorema adquiere mayor generalidad si se tiene en conside- 
ración que, en este caso, como cuando se deducía el teorema de Cas- 
tigliano, por P, y P, se puede entender no simplemente fuerzas, sino 
fuerzas generalizadas y por 6 y, y 5, desplazamientos generalizados. 

Algunas veces el teorema de reciprocidad de los trabajos se lo 
atribuye un contenido mucho más estrecho y se interpreta como el 
teorema de reciprocidad de los desplazamientos. Si P,=P, la expresión 
(5.14) sorá la siguiente. 








A (6.15) 
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El desplazamiento del punto A originado por la juerza aplicada en 
el punto B es igual al desplazamiento del punto B originado por la 
misma fuerza, pero aplicada en el punto A. 

Esto puedo ser ilustrado en el ejemplo de una viga solicitada por 
la fuerza P que se aplica consecutivamente en los puntos Á y B 
(fig. 208). Según el teorema de reciprocidad de los desplazamientos, 
los cementos 8n Y 5, representados en la figura, deberán ser 
iguales, E 

Los teoremas de reciprocidad de los trabajos y los desplazamientos 
resultan ser muy útiles, puesto que permiten, en muchos casos, sim- 
plificar considerablemente la solución de muchos problemas dela 


Fig. 208. Flg. 209. 





resistencia de materiales. Esto se comprob: particularmente en 
el capítulo siguiente, donde se analizarán los problemas generales re- 
lacionados con el cálculo de sistemas hiperestáticos. 

En algunos casos, el teorema de reciprocidad de los trabajos per- 
mite, de manera muy simple, resolver, en forma general, problemas, 
que, por otros métodos, se pueden resolver solamente después de 
vencer serias dificultades. 


Ejemplo 5.11. Determinar la variación del volumen del cuerpo elástico de 
configuración arbitraria, solicitado por dos fuerzas iguales y de dirección opuesta 
Pp (lg, 209). La distancia entro los puntos de aplicación es 4. Las constantes de 
elasticidad del materíal se consideran dadas. 

Está claro gue obtener la solución del problema planteado en forma tan y 
neral resulta difícil, Si ,, si recurrimos al teorema de reciprocidad 
los trabajos el proble» Í á 

jada, el caso de solicitación 
p que actúa sobre la supertic' 
el sistema do dos fuerzas P, por una parte, y la presión p, por ora. 

Según el teorema generalizado de reciprocidad de los trabajos podemos afir- 


mar que, 
PAH,=p8V p, (5.16) 














siendo AH ,, el desplazamiento mutuo de los puntos de aplicación de las fuerzas 
originado for la presión p y AY p, la variación que so busca del volumen del cuer- 
po originada por las fuerzas P. 
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Al cargar el cuerpo con una presión uniformemente distribuida, on cada área 

de éste aparoco una tensión igual a la presión p. Para el volumon elomentel de la 

figura 210, la compresión unitaria en cualquier direción es, según la loy de 
[ooke, 


a 


S=P Ey 
a. 
2% 


Flg. 210. Fig. 211, Flg. 212, 





Los puntos de aplicación de las fuerzas P (fig. 209) so acercarán bajo la acción 
de la presión p en la magnitud siguiente, 


30) (12H. 
Introduciendo AH, en la expresión (5.16) obtendremos, 


ar ==7 124). 

Ejemplo 5.12. El anillo de rigidoz absoluta a la tracción está solicitado on 
su plano por un sistoma arbitrario de fuerzas (fig. 211). Demostrar que ol ron 
limitada por el anillo no varía duranto la floxión. 

La variación del área se considera como el desplazamiento generalizado. La 
fuerza generalizada, que corresponde a esto desplazamiento ee na carga diste 
buida de intensidad q constante. Por lo tanto, analizamos, simultáneamente 

la solicitación del mismo anillo por una carga uniformemente distri- 
intensidad q (fig. 212). Entonces, según ol teorema de reciprocidad de 
los trabajos obtendremos, 











YAF=Y) Pig, (5.17) 


siendo AFF la variación que se busca del área, originada por la carga arbitraria 
y EP(0;q, la suma de los trabajos de estas fuerzas en los desplazamientos origi- 
nados por las fuerzas distribuidas q. 















Bajo la acción de las fuerzas q no surgirán desplazamientos on 0 anillo, pues- 
to que éste es absolutamente rígido a la tracción y por lo tanto 8,=0. Es decir, 
el segundo miembro do la ecuación (5.17) resulta igual a cero y AF+=0, lo que 


so pretendía demostrar. 

claro que ol resultado obtenido es justo solamente en ol caso de despla- 
zamientos pequeños, cuando resulta aplicable al sistema el principio de super- 
posición de las fuerzas. 


Capítulo VI 


CALCULO POR EL METODO DE LAS FUERZAS 
DE SISTEMAS HIPERESTATICOS 
COMPUESTOS POR BARRAS 


$ 43, Ligaduras im 
Grado de hiperestaticidad 


En los capítulos I y II fueron tratados ya, parcialmente, los 
problemas relacionados con el concepto de hiperestaticidad. Para 
resolver la mayoría de los problemas que se encuentran en la práctica, 
los métodos expuestos resultan, sin embargo, insuficientes. Es necesa- 
rio, por lo tanto, entrar en posesión de métodos más generales para 
vencer la hiperestaticidad de sistemas compuestos por barras. 

Se entiende por sistema compuesto por barras, en el sentido amplio 
de la palabra, toda estructura constituida por elomentos en forma de 
barra. Si los elementos de la estructura trabajan esencialmente a 


P 








P 
Fig. 218. 


tracción o compresión, el sistema de barras se denomina armadura 
(fig. 243). La armadura está compuesta por barras rectas que forman 
triángulos. Lo aplicación de las fuerzas en los nudos es característico 
de la armadura. 

Si los elementos del sistema de barras RCNE principalmente a 
flexión o torsión se lo denomina pórtico (fig. 2 

Un grupo especial de los sistemas de barras, " ds simple de in- 
vestigar, lo constituyen los sistemas planos. En estos sistemas, pórtico 
o armadura planas, los ejes de todos los elementos se encuentran en 
wo mismo plano que, al mismo tiempo, es el plano principal de las 
secciones. En este mismo plano se encuentran las fuerzas exteriores, 
incluyendo las reacciones de apoyo (fig. 214, a). 

Simultáneamente a los sistemas planos se analizan también los 
osí llamados sistemas plano-espaciales. En estos sistemas los ejes 
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de los elementos que lo constituyen se encuentran, antes de la defor- 
mación, como en el caso do los sistemas planos, en un mismo plano. 
Los factores de fuerzas exteriores actúan en planos que son perpendicu- 
lares a ésto. (fig. 244, b). Los sistemas do barras que no se encuentran 
entre Jos tipos indicados, se denominan sistemas espaciales o estéreos 
(tig. 214, 0). 

Los pórticos y armaduras se dividen en isostáticos y hiperestáticos. 
Se entiende por sistema isostático, todo sistema en el cual todas las 
reacciones de los apoyos se pueden obtener de las ecuaciones do equi- 
librio y una vez obtenidas éstas, por el método do las secciones, se 
pueden obtener también los factores de fuerzas interiores en cua Iquier 
sección transversal. Se entiende por sistema hiperestático el sistema 
en el cual la determinación de las reacciones exteriores y de todos los 
factores de fuerza interiores no se puede realizar por el método de las 
secciones y por las ecuaciones de equilibrio. 


b 


o) 
Fig. 214, 


La diferencia entre el número de incógnitas (reacciones de apoyo 
y factores de fuerzas interiores) y el número do ecuaciones indepen- 
dientes de la estática que se pueden plantear para el sistema dado, se 
denomina grado de hiperestaticidad. Según sea esta diferoncia, los 
sistemas se dividen en sistemas de un grado do hiperestaticidad, de 
grado doble, triple, . . ., de grado n. Se dico, a vecos, que el grado 
de hiperestaticidad es igual al número de ligaduras adicionales que se 
imponen al sistema. Veamos esta cuestión con más detalles. 

La posición de la barra rígida en el espacio se determina por seis 
coordenadas independientes, es decir, que la barra rígida tiene sels 
grados de libertad. A la barra lo pueden ser impuestas ligaduras, es 
decir, limitaciones que determinan su posición en el espacio. Les 
ligaduras más simples son aquellas que anulan ta] o cual desplazamien- 
to general de ciertas secciones de la barra. La imposición de una 
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ligadura liquida un grado de libertad de la barra, interpretada como 
on todo rígido. Es decir, si a la barra rígida libre se le imponen sois 
ligaduras, entonces su posición en el espacio, interpretando el sólido 
como un cuerpo rígido, quedará, salvo ciertas exclusiones, fijado en 
el espacio y el sistema de un mecanismo de seis grados de libertad 
que era, se convertirá en un sistema cinemáticamente invariable, 


A 


sd ii” a 
A 


Fig. 215, 





El número de ligaduras que se necesita para obtener la invarlabilidad 
cinemática se denomina número necesario de ligaduras. Toda ligadura 
impuesta al sistema además de las necesarias se denomina ligadura 
adicional o suporflua. El número de ligaduras adicionales es igual al 
grado do hiperestaticidad del sistema. 

Las ligaduras en los pórticos y sistemas de barras so dividen gene- 
ralmente en ligaduras exteriores y ligaduras interiores o mutuas, 


Se entiende por ligaduras exteriores las limitaciones impuestas a los 
desplazamientos absolutos de ciertos puntos del sistema. Si, por ejem- 
plo, al extremo izquierdo de la barra (fig. 215, a) se le impone la li- 
mitación que impído el desplazamiento vertical, so dice entonces que 
en este punto existe una ligadura exterior, Convencionalmente esta 
ligadura se representa por dos articulaciones o un rodillo, Si seimpide 
tanto el desplazamiento vertical como el horizontal, se dice que se 
imponen dos ligaduras exteriores (fig. 245, b). El empotramiento en 
un sistema plano nos da tres ligaduras exteriores. El empotramiento 
estéreo corresponde a seis ligaduras exteriores (fig. 215, e). Como se 
dijo ya, las ligaduras exteriores, con frecuencia, se dividen en necesa- 
rias y adicionales. Por ejemplo, en la figura 246, a y b está represen- 
tado un pórtico plano que tiene, en el primer caso, tres ligaduras ex- 
teriores y en el segundo, cinco ligaduras exteriores. Para fijar la 
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posición del pórtico en el plano, como un sólido rígido, se necesita 
imponer tres ligaduras. Por lo tanto, en el primer caso, el pórtico 
tiene las ligaduras exteriores necesarias y en el segundo, además, 
dos ligaduras exteriores adicionales. 

Se entiende por ligaduras interiores o mutuas, las limitaciones 
impuestas a los desplazamientos mutuos de los elementos del pórtico. 
Aquí se puede hablar también de ligaduras necesarias y de ligaduras 
adicionales. Así, por ejemplo, el pórtico plano de la figura 247, a 


A A 
a la 4 


a) 0) 
Fig. 217. Fig. 218. 


tene el número suficiente de ligaduras Lanto exteriores como interio- 
res entre los elementos. Este sistema es cinemáticamente invariable, 
Si se dan las fuerzas exteriores que actúan sobre esto sistema, estare- 
mos en condiciones de calcular tanto las reacciones de apoyo, como los 
factores de fuerzas interiores en cualquier sección transversal del 
pórtico. En ol mismo pórtico, indicado en la figura 217, b, aparto de 
las ligaduras exteriores se han impuesto dos ligaduras interiores adi- 
cionales más que impiden los desplazamientos horizontales y vorti- 
cales mutuos de los puntos A y B. Este sistema, en el caso dado, es 
de hiperostaticidad doble (a veces se dice de hiperestaticidad in- 
terna). 

En el pórtico de la figura 246, a y b también existen ligaduras 
internas adicionales. El contorno del pórtico es cerrado. Seccionándolo 
en cualquier lugar (fig. 248), sin alterar la invariabilidad cinemática 
del sistema, se hace posible, dadas las fuerzas exteriores, obtener los 
factores de fuerza interiores en cualquier sección del pórtico. Por 
eso, al seccionar un pórtico cerrado, se eliminan las ligaduras adicio- 
nales, es decir, se permite a las secciones A y B girar y desplazarse 
mutuamento en dos direcciones. Generalizando, se puedo afirmar que 
el contorno plano cerrado tiene tres ligaduras adicionales mutuas, es 
decir, es de hiperestaticidad triple. Así pues, el pórtico de la figura 
216, a tiene el grado de hiperestaticidad ¡igual a tres. El grado de hi- 
perestaticidad del pórtico de la figura 216, 6 es igual a cinco (tres in- 
teriormente y dos de forma exterior). 

Veamos ahora algunos ejemplos de determinación del grado de 
hiperestaticidad de los sistemas compuestos por barras y de los sis- 
temas aporticados. En la figura 219 están representados varios pórti- 
cos. Analicémoslos sucesivamente. 
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a) El pórtico tiene cuatro ligaduras exteriores adicionales y tres 
interiores, es decir, el grado de hiperestaticidad es siete. 

hb) Supongamos primero que la articulación A no existe. Entonces 
tendremos dos ligaduras exteriores suplementarias y tres interiores 
suplementarias, resultando que el grado de hiperestaticidad del 
sistema sin la articulación A sería igual a cinco. 

La articulación A pertenece al mismo tiempo a tres barras y se 

uede interpretar como dos articulaciones que coinciden (fig. 220). 
Eutao cada cariculación amuls une ligadura, es decir, permite el giro 
de una sección respecto a la otra, se puede afirmar que la articulación 
A elímina dos ligaduras, El grado de hiperestaticidad resulta ser igual 
a tros y no a cinco. 

Generalizando lo dicho, se puede llegar a la conclusión de que 
la articulación liquida un número de ligaduras igual al número de 
barras concurrentes en ese nudo menos una. En nuestro caso en la 
articulación A se juntan tres barras y, por lo tanto, ésta elimina dos 
ligaduras. 

e) Si no existiese la articulación A el grado de hiperestaticidad 
del sistema sería igual a siete, cuatro grados do hiperestaticidad exter- 
na y tres, de hiperestaticidad interna. La articulación Á elimina un 
número de ligaduras igual al número de barras que afluyen a él menos 
una, es decir, en total tres ligaduras. El grado de hiperestaticidad es 
cuatro, 

d) El grado de hiporestaticidad es tres. 

Las ligaduras exteriores no satisfacen las condiciones de inva- 
riabilidad cinemática y el sistema es, por,lo tanto, un mecanismo, 
mejor dicho, es un mecanismo instantáneo. El sistema tiene la posi- 
bilidad de girar respecto al apoyo superior sin deformarse. Está 
claro que el ángulo de giro será pequeño. La ligadura inferior se in- 
clina hasta que no so consiga cierta posición de equilibrio, pero la 
nueva posición de las ligaduras dependorá de la rigidez del sistema. 
A este pórtico no se le pueden aplicar los principios fund: 
do la resistencia de materiales: el principio de invariabilidad de las 
dimensiones originales y el principio de superposición de las fuer- 


















208. 
f) El pórtico es estéreo. Tiene seis ligaduras adicionales exto- 

riores (un empotramiento superfluo) y seis ligaduras mutuas adicio- 

nales (el contorno cerrado). El grado de hiperestaticidad es doce. 

8) El grado de hiperestaticidad es siete (un grado de hiperestati- 
cidad exterior y seis de hiperestaticidad interior). 

h) En el caso de este pórtico plano no se indican las ligaduras 
exteriores, pero se da un sistema de fuerzas exteriores que se encuentra 
en equilibrio. En este caso se acuerda considerar que no existen liga- 
duras adicionales exteriores, y que la posición del pórtico en el es- 
pacio está determinada. Se analizan solamente las ligaduras interio- 
res. El grado de hiperestalicidad es tres. 
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1) En este caso también se consideran solamento las ligaduras 
interiores puesto que el sistema de fuerzas exteriores satisface las 
condiciones de equilibrio. Se necesita determinar el número necesario 
de secciones para que, por una parte, no se desintegre el pórtico y, 
por otra, no quede ningún contorno cerrado. Para ello son necesarias 
cinco secciones (fig. 219, i). El grado de hiperestaticidad del sistema 
es 30. 


$ 44. Elección del sistema base. 
Método las fuerzas 


El método de cálculo de sistemas compuestos por barras y pórticos 
hiperestáticos más difundido en la construcción de máquinas es el 
método de las fuerzas. Consiste en que el sistema hiperestático dado se 
libra de las ligaduras adicionales exteriores y mutuas y se sustituyen 


Aa 
Aga 


Flg. 221. 


por las correspondientes fuerzas y momentos. La magnitud de estas 
fuerzas y momentos se escoge de tal manera, que los desplazamientos 
correspondan a las limitaciones quo las ligaduras retiradas imponen 
al sistema dado. Así pues, en este método de cálculo las incógnitas son 
fuerzas. Por eso se denomina «método de las fuerzas». Este procedi- 
miento no es el único posible. En la Teoría de las estructuras se em- 
plean también otros métodos, por ejemplo, el de las deformaciones, 
en el cual se consideran incógnitas, ya no los factores de fuerza, sino 
los desplazamientos en los elementos del sistema de barras. 

Es decir, el cálculo de cualquier pórtico hiperestático por el mé- 
todo de las fuerzas comienza por la liquidación de las ligaduras adi- 
cionales. El sistema libre de estas ligaduras se convierte en isostático 
y se denomina sistema base. Para cualquiersistema hiperestático se 
pel elegir, como norma general, un número infinito de sistemas 

ase. Por ejemplo, en el caso del pórtico indicado en la figura 221 
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so pueden proponer los sistemas base a), b), ..., que se obtuvieron 
liquidando siete ligaduras adicionales en diversas combinaciones. 
Al mismo tiempo es necesario tener en cuenta también que no cual- 
quier sistema libre de-siete lígaduras puedo ser admitido. como 
sistoma base. En la figura 222 se indican tres ejemplos correspondien- 
tes al mismo pórtico en los cuales también se eliminaron siete ligadu- 
ras, pero so hizo esto de manera incorrecta, puesto que las ligaduras 


REA 





Flg. 223. 


restantes no garantizan la invariabilidad cinemática del sistema, por 
una parte, y la isostaticidad de todos los nudos por otra. 

Ina vez liquidadas las ligaduras adicionales y convertido el 
sistema en isostático es necesario, como se dijo anteriormente, intro- 
ducir en el lugar de las ligaduras los factores de fuerza desconocidos. 
En las secciones on que no existen desplazamientos lineales se intro- 
ducen fuerzas y donde no existen desplazamientos angulares, momen- 
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tos, Tanto en un caso como en el otro, los factores de fuerza descono- 
cidos los designaremos por X;, siendo i el número de la incógnita. 
El valor máximo de i coincide con el grado de hiperestatícidad del 
sistema. Observemos que en el caso de las ligaduras interiores las 
fuerzas X, son mutuas. Si se secciona el pórtico en cierto lugar, en- 
tonces se aplican fuerzas y momentos iguales, pero de dirección opues- 
ta, tanto a la parte izquierda, como a la parte derecha del sistema. 

En la figura 223 están representadas cinco maneras posibles do 
aplicar do las fuerzas desconocidas, correspondientes a los sistemas 
base anteriores (fig. 224). El principio de aplicación de los factores 
de fuerza desconocidos queda así elaro y no necesita más aclaraciones, 

No queda más que plantear las ecuaciones para la determinación 
de las incógnitas. 


$ 45. Ecuaciones canónicas del método 
de las 


Veamos un ejemplo concreto. Examinemos, por ejemplo, ol primer 
sistema de los indicados en la fígura 223 y repetido en la figura 224. 
La generalidad do los razonamientos no queda afectada, al analizar 
un sistema concreto do grado de hiperestaticidad igual a siete. 


A XA 





% 


Flg. 224. 


Pasemos ahora al planteamiento de las ecuaciones pára la dotor- 
minación de los factores de fuerza desconocidos. Anotamos por 6;, 
el desplazamiento mutuo de los puntos del sistema. El primer subín" 
dice de 6 corresponde a la dirección del desplazamiento y el segundo, a 
la fuerza que lo origina. 

En el pórtico en cuestión, en el punto A, se eliminó un apoyo, 
Por lo tanto, el desplazamiento horizontal de este punto será igual 
a cero, es decir, 

81 1% Xp, e=0 


El subíndice 1 indica que se trata del desplazamiento en dirección 
a la fuerza X, y el subíndice [X ,, X,, ..., Pl índica que el desplaza- 
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miento está determinado por todas las fuerzas, tanto dadas como des- 
conocidas. 
De manera análoga podremos escribir, 


ÓalXa Xyo 00 0o PIO Ba 1x1, xa ..., P1=0, eto. 


Como por 6,, se entiende el desplazamiento mutuo de los puntos 
del sistema, 8, representará el desplazamiento vertical del punto B 
respecto al punto C, 8,, el desplazamiento mutuo horizontal de los 
mismos puntos y 5, el desplazamiento angular mutuo de las secciones 
ByC. q0 eolaziepta angular en el sistema en cuestión la mag- 
nitud Ko» 

En los puntos Ay D lós desplazamientos 6, son absolutos, que sa 
pueden interpretar como desplazamientos mutuos con los apoyos 
inmóviles eliminados. Es decir, que las notaciones admitidas son 
válidas para todas las secciones del sistema. 

Aprovechando el principio de su; epción desarrollamos las 
expresiones de los desplazamientos Ó1x,, x,. .. Py 


abi +0 Hr rx, + 
+81x,+81x, +89 =0: 

A 

+6rx,+8rx, +Ósp 0. 


De manera análoga planteamos las cinco ecuaciones restantes, 
donde cada uno de los sumandos 6,x, que figuran en la ecuación re- 
presenta el desplazamiento en la dirección de la fuerza cuyo primer 
subíndico coincide con el primero del sumando originado por la fuerza 
que figura en el segundo subíndice. Puesto que cada desplazamiento 
es proporcional a la fuerza correspondiente, $,x, se puede escribir 
de la siguiente manera, 

ARS A (6.4) 


En lo que se refiero a los desplazamientos 6,p, 8,p, eto., entenderemos 
por el subíndice P no solamente la fuerza exterior P, sino, en geno- 
ral, todo ol sístema de fuerzas oxteriores que puede ser arbitrario. 
Por lo tanto 61p, Ó,p, « » . figurarán en las ecuaciones sin variación 
alguna. Ahora las ecuaciones serán, 


0 X +0, X, +8, X +6, X +6, X, + 
+8,X,+87X +07 =0, 

EX +80X +8 +8 X +00 X, + 
+Hduko+bnX+Hbp=0, | (07) 


TERR ATA 
+ 8 X o + 077 K, + 590, 





Or (xs. Xuo 
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Estas ecuaciones son definitivas y se denominan ecuaciones canónicas 
del método de las fuerzas. El número de ecuaciones coincide con el 
grado de hiperestaticidad del sistema. En algunos casos, como vere- 
mos on adelante, cuando existe la posibilidad de indicar los valores 
de algunas incógnitas, el número de ecuaciones del sistema se reduce, 
Queda por.aclarar lo que representan los coeficientes Ó,, y como so 
deben determinar. Para ello volvamos a la expresión (6.1). Cuando 
X,=1 resulta, 
Sexy =Ó9- 


Es decir que el coeficiente 8,, es ol desplazamiento en dirección 
al factor do fuerza t originado por el factor unitario que sustituye al 
factor k. Por ejemplo, el coeficiente 6,, de la ecuación (6.2) represonta 
el desplazamiento mutuo horizontal de los puntos B y C que apare- 
cería en el pórtico, si a ésto so aplicase, en lugar de todas las fuerzas, 


LA A 
1 
e 
13 3 
1 
y) 
Fig. 225. Fig. 228. 


solamente la fuerza unitaria en el punto A (fig. 225). Si, por ejemplo, 
en lugar de las fuerzas X, se aplican las fuerzas unitarias retirando 
todas las fuerzas restantes (fig. 226), entonces será el ángulo de 
giro do la sección D originado por estas fuerzas y 01, el desplazamien- 
to horizontal del punto A, ete. 

Es muy importante señalar que en la conclusión anterior no se 
fija, a priori, como se desarrollan los desplazamientos 64. Aunque 
analizamos un pórtico que trabaja a flexión, todo lo expuesto se puede 
extender también, en general uier sistema que trabaje a tor- 
sión, tracción y flexión o a todo esto simultáneamente, 

Analicemos las integrales de Mohr (5.8) (véase $ 39). Para doter- 
minar 6,, es necesario en lugar de las fuerzas exteriores aplicar la 
fuerza unitaria que sustituye al factor k. Por lo tanto, los momentos 


y fuerzas interiores Mp, M,p,. Mor Nos Qzp y Qyp en lo expresión 
e E E OE qua o iras 











(5.8) so sustituyen por A 
tan como los momentos y fuerzas (nteriores originados por el factor 
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unitario k. Como resultado obtendremos, 
MuMu dz MMeids , (MyrMy ide 
| + 


la k, 
+A y oa +5 Conduit a (63) 
siendo My, My¡ - - » , los momentos y fuerzas interiores que ori- 


gina el factor unitario t. Así pues, los coeficientes 6; se obtienen 
multiplicando los factores interiores unitarios ¿ y k. Los subíndices 
1 y k indican los factores que se deben multiplicar en las integrales 
de Mohr. Si el pórtico está constituido por tramos rectos y se puede 
emplear el método de Vereschaguin, entonces 5,, representa el produc- 
to de los diagramas unitarios ¿ por los diagramas unitarios %. 

Está claro que, 





Sí =0n1- 


Esto, por una parte, se deduce directamente de (6.3) y, por otra, del 
teorema do reciprocidad de los desplazamientos (véaso $ 42) puesto 
que los desplazamientos 8;, y Ó,, son consecuencia de una misma 
fuerza igual a la unidad. 

Las magnitudes 6,» que figuran en las ecuaciones canónicas cons- 
tituyon los desplazamientos en las direcciones 1, 2, . . . debidos a las 
fuerzas exteriores dadas, aplicadas al sistema baso, Se determinan 
multiplicando los diagramas de las fuerzas dadas por los diagramas 
unitarios correspondientes. 

Recordamos otra vez, que en la mayoría de los casos, los despla- 
zamientos relacionados con la flexión y torsión de los elementos del 
pórtico son muy superiores a los desplazamientos de la tracción 
y distorsión, Por eso, en la expresión (6.8), se prescinde de las tres 
últimas integrales (véase el $ 37). 

Ejemplo 6.1. Calcular el pórtico hiperestático de la figura 227 y construir 
el diagrama de los clomentos flectores. 


P 


Fig. 227. 


El grado de hiperestaticidad es tres. Escogemos el sistema base y, ello 
eliminamos el empotramiento de la izquierda. La acción del o pp to la 
sustituimos por dos fuerzas X , y X, y un momento X, (fig. 228). Las ecuaciones 
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canónicas (6.2) on este caso son las siguientes, 
B1X1+01,X + 01:X,=—01p, 
0x1 +87 X 14053 =— Ósp, 
Bu X 1 + Oya X + 079 X,=— Óppo 
Los desplazamientos se deben esencialmonto a la flexión y, por lo tonto, 
'indimos de la distorsión y compresión. Construimos los diagramas unitarios 
E los momentos flectores corres] lentes a la fuerza dada P y a los tres facto- 
es de fuorza unitarios (fig. 228). 





Fla. 228, 


Determinamos los cooficientes de las ecuaciones consid: idea 





ndo que la 

+ la Moxión de todos los tramos del pórtico es constante y es igual a El. La mag 
nitud 9,, so obtieno multiplicando el primer diagramo. unitario por sí mis 
En cada tramo so cogo, pues, el área del diegrama y se multiplica por la ord: 
de esto mismo diagrama que pasa por el centro de gravedad del diagr 


1/22 3 

u=g (7 e Fan) => A 
Observemos que lás magnitudes 8/2, cuando (=% son siempre positivas, puesto 
quo Tas drena de los diagramas y las ordenadas tienen el taismo signo. 


Determinamos después los coeficientes restantes de las 'cuaclones canóni- 
cas, multiplicando los diagramas correspondientes, 











2 

banda, mts bg» 
20 al Pe 

bu=Su=pp. dn=g de=-—3p7> 
73 Pr 

So Egj0 de =—3Ej> 
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étodo de las fuer: 





221 


Introducimos estos valores en las ecusciones canónicas. Dospués do ciertas 
simplificaciones obtendromos, 


7 
FX +UX + ah. 
8 sp 
ax + ox 422, 2, 
Eu +07, 43%, =>. 
Resolviendo estas ecuaciones hallaremos, 
4 1 1 
X=—=h2, Ximig?, X=73P 
El gálculo de los Incóguites Mnaliza co esto, 
dlagrama do los momentos flectores se puede obtener como la sume de 
los Mais de lis moecmantos de las fuerzas dadas y loa Jon dlsgratas unita: 
adas de por Xy, Ao y Lo. El diagrama dolizitivo de los stomentos Too 


pul se da enla figura [se represeuta también la línea elástica del pór- 
tico. 








Fig. 229. Fig. 230. 


Ejemplo 6:2. Determinar os esfuerzos on las barras dela ormadura hipees. 
tática de lo figura 230, a. La rigidez EF se considera igual para todas las barras, 
Las longitudes de los elementos son 1.6 1/2, de acuerdo con el esquema. 

El grado de Biperestaticidad de la armádura es dos: un grado de biperesto- 
ticidad exterior y otro, de hiperestaticidad interior. El sistema base se obtiene, 
rustituyendo el apoyo articulado derecho por_ua rodillo y seccionando la barra $ 
(tig. 230, 5). Las ecuaciones canónicas serán, 


dx 401 X= 190 

313,+89X1=— 0pp. 
Calealemos ahora Jos cosfiifitas de estan ecuaciones. Las EE trabajan 
q tcidn compresión y, por lo. tanto, los desplazamien lepender 
Tas fuerzas noriales que apar barras. Puesto que el aso de cdo 


pa la fuerza normal no varía, a ta Ao la constru le los dia- 
gramas y nos limitamos a confeccionar la tabla de Jos esfuerzos en la barras, se 
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¡nados por las fuerzas P y las fuerzas unitarias primera 
ción de las fuerzas la llevamos a cabo mediante Jas condi- 
los mudos. Teniendo en cuenta que los coeficientes, 


, 

NiNgds _NiNal 

| pa 
? 


gún sus números, 
y segunda. La d 
ciones de equi 






calculamos los valores de los productos N/M! y ubicamos los resultados on 
la misma tabla. pa 
ral 


—PYí 


o 1 
e Puavz 
o JoloYZ| pertvz 
1412/27 
YZ, 140Y 7 
A 
7 p YE 
+2 V7 
p E 
9 14122 


2 
E TA 
vz, 
17 
0 
o 










a 
] 


dio - de 











a] pet 12vz 
1412 VT 
=PVi 


1 
Panv? 




















Sumando después las columnas obtendremos. 


19 m 
m2 Nu -> duda =p z NN 


ya 
2EF > 





try Era, a Y Y, 
; 
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Las ecuaciones canónicas serán entonces, 


yz 


3 LX =P, 


de donde hallamos, 


X= 





Ez V2)X,=V7P, 





Para determinar ahora los esfuerros N on 
todas las barras, es necesario sumar a Mp las 
fuerzas N, y N, y Ni multiplicadas X1 y Xa res 
pectivamento. Los resultados de esta oporación 
Están dados en la última columna de la tabla. 


Ejemplo 6.3. Construlr el diagrama do los 
momentos flectores en el pórtico de la Ira 
231. Los puntos A y B del pórtico están unidos 
por una barra elástica de rigidez a la tracción 
EsF o. El grado de hiperestaticidad del sistema 
es igual a uno. Cortamos la barra AB en su 

into superior y obtenemos así el sistema base 
di; 232, a). Construimos después el dlogrea 

los momentos correspondiente a la fuerza P 
dada y a lo fuerza unitaria (fig. 282,5 y «, En 
el tramo AB donde es necesario considerar Ía in. 
Muencia de la tracción, construimos también el 





du= ta , Er 
Determinamos X, 
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Como se ve, el esfuerzo en la barra depende de la relación entro la rigidez 
del pórtico a la Hlexión y la rigidez de la barra 48 a la tracción. Si la barra 4B 


es muy rígida entonces X,=33 y lo barra absorberá la mitad de la fuerza P. Si 


la barra AB es, al revés, muy deformable, entonces X,-+0 y la fuerza P sorá 
absorbida totalmente por el pórtico. 

na 233 está representado el a de los momentos flectores en 
el pórtico y la configuración de su línea elástica. 





$ 46. Aprovechamiento de las propiedades de simetría 
en los cálculos de sistomas hiperestáticos 


Supongamos dado un pórtico geométricamento simétrico (fig. 234). 
Su parte derecha se puede interpretar como la imagen sobre un espejo 
de la parte izquierda respecto al plano de simetría. Al calcular estos 
sistemas resulta posible simplificar la solución del problema, redu- 
ciendo el número de factores de fuerza desconocidos Xy, Xy, +++, po 

Veamos el caso de solicitación del pórtico por cargas simétrica y 
antisimétrica. Se entiendo por carga simétrica aquella, para la cual 





salt enilimbtrica 
atte 


Fig. 24, 


todas las cargas oxteriores aplicadas en la parte derecha del pórtico, 
coinciden con la imagen de las fuerzas aplicadas a la parte izquierda 
(fig. 234, b). Por carga antisimétrica se sobreentiende aquella, para 
la cual las fuerzas aplicadas a la parto derecha del pórtico son también 
la imagen de las fuerzas aplicadas a la parte Izquierda, pero de signo 
contrario (fig. 234, c). 

De manera análoga se clasifican los factores de fuerza interiores. 
Veamos para ello una sección arbitraria del pórtico, en la cual apare- 
cen seis factores de fuerza. En los planos de la derecha y de la izquierda 
de la sección (fig. 235) actúan fuerzas y momentos iguales. Analicemos 
cuáles de estos seis factores de fuerza son la imágen respecto al plano 
de la sección. Resultan ser tres: dos momentos flectores y la fuerza 
normal. Los llamaremos factores interiores simétricos. El momento 
torsor y las dos fuerzas cortantes, según la terminología admitida, 
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serán factores de fuerza antisimétricos. Cada uno de ellos es de signo 
opuesto a la imágen del factor mutuo. Sin dificultad se demuestra 
ahora lo siguiente. 

En el pórtico simétrico, en el plano de simetría, los factores de 
fuerza antisimétricos correspondientes a la carga exterior simétrica 
son iguales a cero, mientras que en el caso de una carga antisimétrica 
exterior serán iguales a cero los factores de fuerza simétricos. 

Veamos el pórtico simétrico de la figura 234, y escojamos el sistema 
base cortando el pórtico por el plano de simetría (fig. 236). Sean X, 


+4 
DEIA 
a. 
xa 
As 
A 7% 
x IES 


Flg. 235. Flg. 296. 








y X, los factores de fuerza antisimétricos y X,, X,, Xy y X, los si- 
métricos, El sistema de ecuaciones canónicas en este caso estará 
compuesto por seis ecuaciones, 

8X +8 X +05 X, +81 X 8 Xx 450X =— 819 

A A E 

8 X +84 X +89 X 1 +83X ¿+04 X +04, X 4 =— Óspo 

0 +8 +8 8 8 +80 X= — Bj 

5 48 X +85 3 +0 X +89 +10 X, =— Órpn 

EX XX +8 p0X ¿+80 = — Óa po 


Observemos que en estas ecuaciones muchos de los coeficientes 
serán iguales a cero. Serán nulos los coeficientes que tienen un subín- 
dice correspondiente al factor simétrico y otro, al factor antisimétrico. 
Por ejemplo, será igual a cero el coeficiente 6,,, puesto que el subín- 
dice 1 corresponde al factor antisimétrico (X, y X, son factoros an- 
tisimétricos) y el subíndice 3, al factor simétrico (Xj, X,, Xy y X, 
son factores simétricos). Son nulos también los coeficientes 8,4, 
15, Bios Sas) Sap, otc. 

Esto ocurre porque en el pórtico simétrico no existen desplaza- 
mientos mutuos antisimétricos cuando actúan cargas simétricas. De la 
misma forma, cuando actúan factores de fuerza antisimétricos tampo- 
co aparecerán desplazamientos simétricos. Esto resulta más claro 
aún si tenemos en cuenta que en el sistema dado el diagrama de los 





1 
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momentos flectores correspondiente a factores antisimétricos será 

también antisimétrico (fig. 237) y el diagrama correspondiente a los 

factores simétricos, será también simétrico. Al multiplicar estos dia- 

gramas, obtendremos como resultado, cero, mientras que al multi- 

plicar un diagrama antisimétrico por otro antisimétrico o uno simé- 

Aia por otro simétrico, también, obtendremos un resultado diferente 
le Cero. 





1 

















indi Sunétrioo 





Fig. 237, 


Eliminando pues del sistema do ecuaciones los coeficientes que 
son iguales a cero, obtendremos el sistema siguiente, 
8 X,+8:X, =—8yp 
81 X,+815X,=— 81p 
S0X +6 X +80 X, +01 X=, 
EX +8 X +01 X 5 +10 X, =— Ops 





Como vemos, el sistema de ecuaciones se ha descompuesto en dos 
sistemas independientes. 

Supongamos ahora que la carga exterior es simétrica. De lo 
anterior se deduce que 5,,=8,p=0. El primer sistema de ecuaciones 
resulta ser homogéneo y por lo tanto, 


X,=0; X,=0 
Es decir, cuando la carga es simétrica los factores de fuerza anti- 


simétricos ubicados en el plano de simetría son iguales a cero. 
En el caso de una carga antisimétrica 6,p=8,p=8,p=5,p=0 


y entonces, 
X,=0, X,=0, X,=0, X,=0. 


En esto caso, en el plano de simetría se convierten en cero los 
factores de fuerza simétricos. 
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Lo dicho se extiende, claro está, no sólo a los pórticos planos, sino 
también a los pórticos estéreos independientemente del grado do hi- 
perestaticidad. 

Si la carga que se aplica al pórtico simétrico no tiene la propiedad 
de simetría o de antisimetría, siempre existirá la posibilidad de des- 
componerla en carga simétrica y antisimétrica, como viene indicado, 








Flg. 239, 


por ejemplo, en la figura 238. El problema se descompone pues en 
dos. Se analizan independiontemente dos casos; el de la carga simé- 
trica y el de la carga antisimétrica. Los factores de fuerza interiores 
del pórtico se obtienen después, sumando estas dos soluciones. 


l. 3 l FA j TT 


Flg. 239. 


Si el pórtico es, como se dice, geométricamente antisimétrico 
(tig. 239), también se puede, comparando los diagramas correspondien- 
tes a las dos partes, obtener ciertas simplificaciones en el sistema 
de ecuaciones canónicas. Es fácil, por ejemplo, establecer por este 
método que en el caso del pórtico de la figura 239 y para el sistema 
base dado 





8,,=0, 8,=0, 6p=0, 6p= 
Las ecuaciones serán pues, 
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Es decir, en la sección A surge solamente un momento flector, 
mientras que las fuerzas normal y cortante son iguales a cero. 


Ejemplo 6.4. Calcular la hiperestaticidad y, construir el diagrama de los 
momentos lectores en el pórtico de la figura 240, 

El pórtico es simétrico y está solicitado por fuerzas situadas antisimétri- 
camento. Seccionamosol pórtico porel eje de simetría y aplicamos en esta sección 
las fuerzas X, (fig. 241). Los factores de fuerza simétricos son, como se sabe, 
iguales a cero. 

En lugar de tres ecuaciones se obtiene solamente una 

81 X,+81p=0, 
siendo 


7 en 
=> de=—2Er- 
De aquí se obtiene 
=>». 


El diagrama de los momentos flectores y la configuración de la línea elástica del 
pórtico se dan en la figura 242, 
jemplo 6.5. Determinar sl momento flector máximo en el pórtico anular 
solicitado por dos fuerzas P (fig. 243) 
El grado de hiperesteicidn 
ducir el número de 








rtico es tres, poro la simetría permito ro- 
tico por el diámetro ver- 

En las seccionos A y B 
Ins furzas cortantes son iguales a oro pórtico es al mísmo tiempo si- 





P 
Na=Na=>3 y Ma=Mp. 


Designemos el momento por X,. Como resultado obtendremos el sistema equiva- 
lente representado en la figura 244, b. 

En la sccción de coordenada angular y el momento de los fuerzas dadas P 
sorá, 


moi E meo 


El momento del factor de fuerza unitario es M,=—1. 
Determinamos los coeficientes de la ecuación canónica 


a] 
ya 
tr gn (3), 
Entonces obtendremos, 
2 jemon (1-1). 
El momento flector en una sección arbitraria es igual a la suma algebraica 


del momento de las fuerzas dadas Mp y del momento M, multiplicado por X,, 
Por fin obtendremos, 


1 
Mpye=Mp—X,=PR (1-2 
te =Mp—X,= A 30..). 
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A 
ra = 
¿8 
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Flg. 243, 


ES 
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Según esta expresión so construye el diagrama del momento flector en el cuadran- 
to en cuestión de la circunferencia y se extiendo después, basándose en la sime- 
tría del sistema, a toda la circunferencia (fig. 245). Él momento flector méximo 


surge en los puntos de aplicación de las fuerzas P y es ES 


Ejemplo 6.6. Calcular el pórtico hiperestático de la figura 246 y construir 
el diagrama de los momentos. 


% 
, l s Y % 
AA 
¿ % 


Fig. 247, 





FI. 248, 


El pórtico es geométricamonte antisimétrico. Lo soccionamos por el centro 
de simetría y aplicamos a la sección tres factores de fuerza, por ahora desconoci- 
des (ie. 247). Sonstrulmos los cuatro diagramas de los momentos flectores (uno 
jnde a las fuerzas dadas y tres a los factores de fuerza unitarios), Analizan- 
do los diagramas (fig. 248) nos convoncemos de que 
dp =0p=0=51,=0. 
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Es decir, el sistema de tres ecuaciones canónicas resulta, 
—dp; 
dy + 8399 =0; 
de donde se obtiene, X,=X,=0. 
Hallando los productos de los diagramas obtendremos, 


: 
=> 


e 
A=- iz: 





y, por lo tanto, 


El diagrama total de los momentos flectores so de en la figura 249. 





p 47. Vigas continuas. 
:cuación de los tres momentos 


En ol diseño de las estructuras de las construcciones y los puentes 
nos encontramos con la necesidad de calcular la resistencia de vigas 
continuas hiperestáticas. El esquema de cálculo de esta viga está 
representada en la figura 250. Según sea el número de apoyos adicio- 
nales, el grado de hiperestaticidad del sistema puede ser uno, dos, 
tres, ..., M. 

Para calcular esta viga resulta muy cómodo partir del sistema 
baso que se obtiene, introduciendo articulaciones en los apoyos y 
aplicando los momentos X ;, X,, . . . , X, que sustituyen la ligadura 
eliminada entre los vanos vecinos (fig. 254). Consideramos positivos 
los momentos representados en la figura 251. 

Veamos cómo se transforma la ecuación n del sistema de ecuaciones 
canónicas en el caso de este esquema, 


ARA AAA 
Determinamos los coeficientes de esta ecuación. Para ello, construi- 
mos los diagramas de los momentos correspondientes a las fuerzas 
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dadas y a los factores unitarios, en algunos vanos vecinos al vano n. 
(fig. 251). En este caso, los diagramas de los momentos de las cargas 
dadas se construyen por separado para cada vano y se interpretan 
éstos como vigas libres de dos apoyos. Igualmente se construyen los 





diagramas de los momentos correspondientes a los momentos unita- 
rios que actúan en los apoyos. Es natural que en la ecuación planteada 
más arriba se convierten en cero todos los coeficientes menos 6,,..., 
mar ares y B,p- En efecto, el momento unitario n origina momentos 
flectores solamente en los vanos 4B y BC. En estos mismos vanos 
aparecen momentos flectores cuando actúan los momentos unitarios 
originados por los momentos n—1 y n-+1 y por las fuerzas dadas. De 
aquí se deduce que todos los productos de los diagramas son iguales 
a Cero, menos aquellos que determinan Sa, Ómmy Ópoi+, Y Óppe 
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Considerando que la rigidez El de todos los vanos es la misma 
obtendremos, 





D 
A AI 
Ufo Ber 
Sp =3] [e, ad ed 
siendo Q, y Q,+, las áreas de los diagramas de los momentos de las 


fuerzas dadas en los vanos n y n-+1. La ecuación del método de las 
fuerzas será, 


nailon rn) + neilasi 0 (724725) =0, 


siendo S,=S,8, y S+=S,+¡by 1 los momentos estáticos de los 
diagramas de los momentos de las fuerzas dadas respecto a los puntos 
A y C respectivamente. 

En la ecuación obtenida figuran, como se ve, los parámetros geo- 
métricos y los factores de fuerza que se refieren solamente a dos tramos 
contiguos AB y BC. Esta ecuación expresa que el ángulo de giro mu- 
tuo de las dos secciones vecinas de los vanos AB y BC en el apoyo n 
tiene que ser igual a cero. 

Con pacta a este par de vanos, 1, representa la luz del vano iz- 
quierdo y L,+,, la del derecho. Designémoslos, para mayor claridad, 
por lz y ly. Anotando los momentos de manera semejante, es decir, 

na M gs X=Mmes Y Xn+1=Ma, obtendremos definitivamente 
paro la ecuación, 


Midis +2 a (+1) + Mo +S [72454] =0. (64) 


Esta ecuación se denomina ecuación de los tres momentos. El meca- 
nismo del planteamiento de este tipo de ecuaciones para la viga con- 
tinua está bastante claro. Se analizan conseeutivamente todos los 
pares de vanos contiguos y para cada par de vanos se plantea la ecua- 
ción de los tres momentos. El número de pares de vanos es igual al 
número de apoyos adicionales intermedios. Es decir, que el número 
de ecuaciones de la viga continua es igual al grado de hiperestaticidad 
le ésta. 

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones y después de determinar 
los momentos, sin dificultad se construye el diagrama de los momentos 
flectores y se determinan las tensiones en la viga. 








Ejemplo 6.7. Calcular la viga continua hiperestática de cuatro vanos de la 
figura 252 y construir el diagrama de los momentos flectores. 

El redo de hiperestaticidad del sistersa es tres. Introducimos artieulacio- 
“nes en todos los apoyos intermedios y aplicamos los momentos desconocidos M ,, 
Ma y Ma. Construimos ahora los diagramas de los raomentos Slectores de las fuer- 
zas dadas en los dos primeros vanos (fig. 252, 0). Estos diagramas son parabóli 

eos. En los los vi ment las 1 igue- 
: En los otros dos vanos los momentos flectores de las fuerzas dadas son igu: 

Cero. 





234 Cap. VI. Cálculo por fuerzas de sistemas htperestóticos 





Planteamos ahora las ecuaciones para la determinación de los momentos. 
Veamos primero los vanos AB y BC. En el apoyo A el momento es igual a cero, 
es decir, Mi,—0. Al mismo tiempo Masza=M y y Ma=M y. El área del diagrama 
de los momentos en los dos tramos será. 

290,_gr 


E 





Flg. 252, 


El momento estático de estas áreas respecto a los extremos exteriores del par 
de vanos será el mismo, e 


Ss E-— 
Es decir, de la ecuación (6.4) se obtiene, 
am mo (+7), 


s 
4M,+My=— SE. 
Pasamos ahora al par siguiente de vanos: BC y CD. Aquí, 


Mi=2My, Mo=My, Ma=M3M, y Sa=0, 
y por lo tanto, 


M,+44M,4+U,=—%. 
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Por último, en el tercer par de vanos obtendremos, 
M,+4M,=0, 
Resolviendo las ccuaciones hallaremos, 


4 4 
1 qa, M=33 gh, 
Así se vence la bi; ticidad del sistema. Queda construir el di: de 
e memsentos Hactares. Kata se ¿bilone; sumando Ine diagramas de los amentas 
Noctores de las fuerzas dadas con los diagramas correspondientes a los momentos 
de apoyo (lig. 252, c). Para ello, en el tramo dondo so suma la parábola son Un 
trapecio, o superpone el dlagain invortido delos momentos de apoyo sobro la 
parábole. Los tos rayados, así obtenidos, se sitúan después "sobre une 
Tocta horizontal. En la figura 252, 4 está representado el diagrama do los momon- 
[e flectores obtenido de esta manera y la correspondiente línea elástica de la 

Al 

Sl surgieso la necesidad de determinar las reacciones de apoyo, además de 

los momentos flectores, lo más fécil sería recurrir a las ecuaciones do equilibrio. 
pe 


Be e ae 


ar da 





13 
M 370, M, 











Calculemos, por ejemplo, la reacción en el apoyo C, Para ello analizamos, 
separado, dos vanos contiguos y aplicamos, la carga propia, también 
los momontos do apoyo hallados (fig. 253). 

Planteamos la suma do los momentos respecto al punto B para el tramo íz- 
quierdo y hallamos la reacción en el apoyo C 








A 43 r 
Pa + ga al, Poza 


De la misma manora planteamos la suma de los momentos respecto al punto D 
para el vano de la derecha y do nuevo hallamos la reacción en el apoyo C, 


Pas zo + on, Pz al. 


Estas son las fuerzas con que los vanos derecho e izquierdo presionan sobre 
el apoyo C. La reacción total será igual a la suma do estas reacciones, 


P=Pi+ Pia al 


Ejemplo 6.8. Calcular el sistoma hiperestático de la viga de la figura 254, a. 

El grado de hiperestaticidad es dos. Las particularidades de esta viga con 
sisten en la existencia de un voladizo en la derecha y un empotramiento en la 
izquierda, Trasladamos le fuerza P al punto situado sobre el apoyo derecho y, 
on Jugar del voladizo eliminado, introducimos el momento Pl (Big. 254,1). LS 
fuerza P aplicada al apoyo D influye solamente cuando se determinan las roac- 
ciones de apoyo, sin crear momentos flectores. 

Sustituimos el empotramiento por dos apoyos situados a une distancia 1o- 
finitamente pequeña, es decir, introducimos en la parte izquierda un vano de 
luz ,=0 (fig. 254, 5). 
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os, poyos, 
ta horizontal, (fig. 255), entonces, al disminuir 1,, el lo de inclinación de la 
tangente a la'línex elástica cerca del apoyo derecho disminuirá. En el límito será 
igual a cero. Así pues, al introducir el vano adicional de longitud nula se impone 






NT 


iS 


PL 





o 


Flg. 264, 





una ligadura adicional que impide el giro de la sección izquierda do la bar 
lo tanto, los dos apoyos situados infinitamente cerca el uno del otro ti 
propiedades de un empotramiento. 





. Por 
pr 





E 
8 


¿70 
ra a 


$0 
Fig. 206. 


Para el par de vanos 48 y BC (fig. 254, 0), la ecuación (6.4) será, 
2M, (0+1)+My=0. 


Pasamos abora al segundo par de vanos. El momento 
e9 ¡uodo interpretar o como momento de apoyo, Igyal a 
dada extorior. En el segundo caso se debe construir el díagre 
correspondiente a —Pl y calcular Sg, considerando que Mg: 0. 

Tnterprotando el momento —Pl como momento de apoyo, obtendremos para 


la ecuación (6.4), 
Mi44M —PP=0, 


Una vez resuelta esta ecuación conjuntamente con la anterior hallaremos, 


la fuerza dada —P1 
'4 O Como UnA carga 
de los momentos 








M=—H PL M=++ PL 


Construimos después el diegrama de los momentos flectores (fig. 254, c) 
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$ 48. Sistemas planos con cargas. perpendiculares 
al plano y sistemas estéreos 





Veamos las particularidades fundamentales de los sistomas geo- 
métricamente planos solicitados por cargas que actúan perpendicu- 
larmente al plano del pórtico. Algunos ejemplos de este tipo de siste- 
mas se dan en la figura 256, 





do 
Fig. 256. 


La particularidad de estos sistemas consiste en que los factores 
de fuerza interiores, en todas las secciones transversales del pórtico, 
que se encuentran en el plano del pórtico son iguales a cero. Se demues- 
tra esto de manera análoga a como se hizo anteriormente al analizar 
las propiedades de simetría y antisimetría. 





b 
Flg. 267. 


Supongamos cierto pórtico de este tipo (fig. 257). Lo seccionamos 
en un lugar arbitrario convirtiéndolo en isostático. Llamaremos X ;, 
X 1, X, a los factores de fuerza cuyo plano de acción es perpendicular 
al plano del pórtico. Estos factores son: el momento flector, el mo- 
mento torsor y la fuerza cortante vertical. Los tres factores de fuerza 
restantes de la sección X,, X, y X, (fig. 257) surgen en el plano del 
Pórtico y están representados, para mayor claridad, aparto. 
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El sistema de ecuaciones canónicas será, 

8X 48X 40, X,+0,X +81, +810X,=— 8193 
A AO ps 
A 
EX 8 E HH 8 05480 X= — ps 
EX +81 X 48, X +0 X +81, 4810 X0 =— Or, 
Xx +89 X 485 X +0 X +80 +00 X 6 
Este sistema se descompone en dos sistemas independientes, puesto 
que, al multiplicar los diagramas correspondientes a los tres primeros 
factores interiores por los diagramas correspondientes a los tres úl- 

timos, obtendremos siempre cero, 
8, =8,=5,.=0. = 


8 X,+8,X,+6,,X 
6 X, +01 X, 40,5%, 
0 X +85 X, +05 X 
8X +81 X 4 810X, =— 8109 
+8 +80 X, =— Op 
HO X ¿+80 X, =— Spp> 


Si las fuerzas exteriores actúan en el plano del pórtico, es decir, si 
el pórtico es plano en el sentido común de la palabra, entonces se 
anularán 6,p, 6,9 y 8,p y resultará que los factores de fuerza interiores 
X,, X, y X, serán iguales a cero. Esto quiere decir, que en pórtico 
plano aparecen solamente los factores interiores que se encuentran 
en el plano del pórtico. 

Si la carga exterior es perpendicular al plano del pórtico entonces 
serán iguales a cero 6,p, Ósp y Ósp y, por lo tanto, también serán 
mulos X,, X, y X¿. En el pórtico dado, como vemos, se mantienen 
los factores de fuerza interiores cuyos planos de acción son perpendi- 
culares al plano del pórtico. . 

Cuando la carga que actúa sobre el pórtico es combinada (fig. 258), 
siempre existe la posibilidad de descomponerla por planos y analizar 
por separado el sistema plano y el sistema plano con cargas perpendi- 
culares a él. Los factores de fuerza interiores se obtienen en adelante 
como la suma de las soluciones halladas. 

Pasemos ahora a los sistemas estéreos hiperestáticos. El estudio 
de estos sistemas en principio no presenta dificultades. Está claro 
que el cálculo de estos sistemas hiperestáticos resulta, como regla 
general, más laborioso que el de los sistemas planos. Sin embargo, las 
ecuaciones canónicas del método de las fuerzas son las mismas y la 
determinación de los coeficientes se lleva a cabo por los mismos pro- 
«cedimientos. 





Sap 





Es decir, 
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Requiere especial atención, al calcular los pórticos estéreos hipo- 
restáticos, la comprobación de la invariabilidad cinemática del sis- 
tema base. Ocurre a veces que el sistema estéreo es un mecanismo, lo 
que se consigue demostrar solamento después de un análisis minu- 
cioso. Así, por ejemplo, los sistemas estéreos con articulaciones 


ll 


a + 

le ] 5 

w a o 
Fig. 268. 


estéreas, también, do la figura 259 son cinemáticamente variables. 
En cada uno de estos casos, las ligaduras impuestas no impiden el 
giro del sistema alrededor de los ejes representados en la figura 259 por 
Tíneas punteadas. 





La comprobación de la invariabilidad cinemática del sistema es- 
téreo se realiza generalmente por tanteos, es decir, por intentos 
consecutivos do desplazar mentalmente el pórtico o algunos de sus 
elementos respecto a ejes inmóviles. 

En relación con lo dicho, se debe indicar que la exigencia do la 
invariabilidad cinemática que se subrayó anteriormente, no siempre, 
en el caso general, es obligatoria. En algunos casos se puede admitir 
la variabilidad cinemática del sistema base, pero siempre de acuerdo 
con las particularidades del sistema de fuerzas aplicado. Así, en el 
ejemplo 6.5 que se analizó anteriormente, el pórtico anular se seccionó 
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en dos lugares (véase la figura 244). Las partes del pórtico adquirio- 
ron así la posibilidad de desplazarse libremente una respecto a la 
otra. Sin embargo, la variabilidad cinemática así obtenida resultó 
sin importancia puesto que el sistema dado de fuerzas exteriores 
y el sistema de fuerzas unitarias estaban equilibrados indopendiente- 
mente el uno del otro. 

lo 6.9. Calcular el sistema hiperestático del pórtico de la figura 260, a. 
La rigidez de los elementos que lo componen a la flexión es El y a la torsión, G1+. 


1 pórtico es plano con carga perpendicular al plano del pórtico. Por lo 
tanto, en cualquier sección transversal del pórtico los factores de fuerza que se 








Fig. 260. 


encuentran en el plano del pórtico, serán igualos a cero. Puesto qui 
simétrico, en la sección transversal del plano de simetría során iguales a cero los 
factores antisimétricos, es decir, el momento torsor y la fuerza cortante vertical. 
Serán diferentes de cero solamente el momento flector en el plano vertical, Cor- 
tamosol pórtico por l plan de simetría y aplicamos el momento X (e 260, ). 


1 pórtico es 









Construimos el diagrama de los momentos correspondientes a los fuerzas dedos 

y al momento unitario y calculamos los coeficientes de la ecuación canónica, 
81,X,+0,p=0. 

Obtenomos, tó 


2,2 
du=Er RE: 
qe al 
de SEI GT, 
y entonces. 
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Si el pórtico está constituido por barras de sección transversal circular, entonces 
El 
Er I+RrS 13, X,=0,855 gh. 


El diagrama definitivo de los momentos flectores se da en la figura 261. 


plo 6.10. Analicemos por fin el pórtico estéreo de la figura 262, a. Las 
$ la flexión El y a la torsión GÍ, son iguales para todos los elementos 


rtico. 

E pórtico es simétrico respecto a los planos verticales AB y CD. Secciona- 
mos el pórtico por el primer plano do simetría, obteniendo en las secciones sola- 
monte factores de fuerza simétricos (fig. 262, 5). Do la condición de equilibrio se 
deduco directamente que la fuerza normal en estas secciones es P/2 y uno de los 


momentos, Z Queda por determinar un solo momento X, que aparece en el 


plano horizontal, 

Construimos los diagram: 
dadas y al momento unitario solamente en la mitad del 
los diagramas, obtendremos, 











los momentos correspondientes a las fuerzas 
Prértico. Multiplicando 


MÍ: de 


y ontonces, 


En el caso de une sección circular OS X, 290,076 Pl. El diagrama de- 
finitivo de los momentos se da en la figura 283. 


$ 49. Determinación de los desplazamientos 
en sistemas hiporestáticos 


Como ya sabemos, el desplazamiento en cualquier sistema se 

determina multiplicando los diagramas de los momentos de las 
fuerzas exteriores por el diagrama de los momentos de la fuerza uni- 
taria, aplicada al punto cuyo desplazamiento se busca. 
'n los sistemas hiperestáticos, claro está, para construir el dia- 
grama de los momentos de las fuerzas exteriores es necesario vencer 
la hiperestaticidad y construir el diagrama definitivo, como esto se 
hizo muchas veces en los ejemplos que se analizaron anteriormente. 
Cuando se aplica al sistema hiperestático lo fuerza unitaria, de nuovo 
es necesario vencer la hiperestaticidad del sistema. Así pues, resulta 
quo para determinar el desplazamiento en los sistemas hiperestáticos 
es necesario calcular dos veces el mismo sistema hiperestático. 

Las dificultades que surgen, sin embargo, se vencen fácilmente. 
Supongamos dado cierto sistema, hiperestático y determinemos el 
desplazamiento del punto A, por ejemplo, (fig. 264, a). Veamos cierto 
sistema base y apliguemos a éste las fuerzas dadas y los factores de 
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fuerza desconocidos X 1, X, y X, (fig, 264, 6). Una vez vencida 
la hiperestaticidad del sistema y obtenidas las incógnitas, el pórtico 
de la figura 264, b en nada se diferenciará del dado; Serán iguales los 
desplazamientos de todos los puntos de los dos pórticos, Por lo tanto, 
las fuerzas X 1, X, y X, se pueden considerar como fuerzas dadas. 


Pr % 
xa xP 
P, P q pe UE 
17) == b o 


Fig. 264. 


El diagrama de los momentos de las fuerzas P, X,, X, y X, es el 
diagrama de los momentos en el pórtico hiperestático y, por lo tanto, 
ante todo se debe vencer la hiperestaticidad y construir el diagrama 
definitivo de los momentos. Claro está que el aspecto de este diagrama 
no depende del sistema base admitido. Se libra después el sistema do 








Flg. 265. 


las fuerzas exteriores entre las cuales figuran también X, X, y X, 
y se aplica la fuerza unitaria al pórtico isostático (fig. 264, c). 

El diagrama unitario obtenido se multiplica por el diagrama de- 
finitivo correspondiente a las fuerzas exteriores dadas. Prácticamen- 
te, resulta más cómodo multiplicar por separado el diagrama unito- 
rio por los diagramas de las fuerzas dadas y por los de los factores de 
fuerza Xy, X, y X, y sumar después los resultados algebraicamente. 
Así se determina el desplazamiento que se busca. No existo, pues, la 
necesidad de vencer por segunda vez la hiperestaticidad del sistema. 


.11. Coleglar el desplazamiento horizontal del punto 4 del pórtico 
de la figura 265, a. El diagrama de los momentos flectores en este pórtico ya fue 
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construido anteriormente, en el ejemplo 6.4. Por lo tanto, consideramos que la 
primera parte del problema está resuelta, seccionamos el pórtico en cualquier 
oa ENT al sistema base obtenido, en el punto A, una fuerza unitario 
Tia. 285.9). Multiplicando los diagramas obtendremos, 


17 
SET: 


Ejemplo 6.12. Determinar la disminución del diámetro A2 del pórtico en 
forma de anillo (fig. 266, a), al solicitarlo por las fuerzas P. Este sistema hiperes- 


A A 
L £ 
¡5 e 
17) b 
Fla. 206, 
tático fue calculado ya anteriormento (ejemplo 6.5). El momento flector on ol 
cuadrante AC del pórtico depende del ángulo q como siguo, 
1 1 
M=PR ( —3 000 y) 
Seccionamos el pórtico en un lugar arbitrario y aplicamos, a los puntos A y 


B, las fuerzas unitarias dirigidas en sentido opuesto (fig. 266, 6). En la sección 
quo so caracteriza por el oido qa oa y. Entonces ol badromos, 


2 
bano | gen (24). 





ES 


Capítulo VH 


FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LOS ESTADOS 
TENSIONAL Y DEFORMACIONAL 


$ 50. Estado tenelonal en un punto 


Ya en los ejemplos do tracción y distorsión hemos tenido la posi- 
bilidad de convencernos de que la tensión on un plano que pasa por 
un punto determinado del cuerpo en tensión depende de la orientación 
del plano. Al girar ol plano, las tensiones varían en determinadas 
proporciones. El conjunto de tensiones que surgen en los diversos 
planos que. pasan por el punto que se analiza, se denomina estado 
tensional en el punto. El estado tensional se puede estudiar no sólo 
en los casos particulares de tracción y distorsión, sino también en el 
caso general de solicitación del sólido. Este cuestión se analizará 
on este capítulo. El estudio de las leyes de variación de las tensiones 
en un punto no es un problema puramente abstracto. Este estudio 
es necesario para la solución posterior de problemas más complejos 
y, ante todo, para el cálculo de la resistencia en los casos generales 
de solicitación. 

Supongamos, 
citado por un sist: 















lo cierto sólido (que puede no ser elástico), soli- 
arbitrario de fuerzas (fig. 267). Al pasar de un 


A 





Flg. 267. 


punto a otro, el estado tensional varía de manera suficientemente len- 
ta y siempre existo la posibilidad de escoger en la vecindad de un pun- 
to cualquiera A (fig. 267) una zona suficientemente pequeña donde se 
pueda considerar que el estado tensional es homogéneo. Está claro 
que esto es realizable mientras se parta de la hipótesis de continuidad 
del material, admitida anteriormente, que permite el paso a volú- 
menes muy pequeños, 
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Para caracterizar el estado tensional del punto A, supongamos que 
por este punto se han trazado tres secciones y que se han determinado 
las magnitudes de las tensiones que en estas secciones surgen. Sepa- 
ramos después, alrededor del punto en cuestión, mediante seis seccio- 
nes un volumen elemental formado por un paralelepípedo rectángular 
(fig. 268). Disminuyendo las dimensiones del paralelepípedo, se ro- 
ducirá éste al punto dado. En el caso límite todas las caras del 


zz 





paralelepípedo pasarán por el punto A y se podrá considerar, que las 
tensiones en los planos trazados corresponden al punto en cuestión. 

La tensión completa que surge en el plano se puede descomponer 
en tres componentes: una, según la normal al plano, y dos, en el 
propio plano de la sección. La tensión normal se anotará, como hasta 
o o con el subíndice correspondiente a los ejes z, y y 2 
(tig. 268). La tensión tangencial se anotará por T con dos subíndices, 
el primero corresponde al eje que es perpendicular al plano y el se 
gundo, al eje orientado. según el vector w. La dirección de los ejes 
so considera arbitraria. 

Las tensiones normales de tracción y se consideran positivas y 
las de compresión, negativas. Dejaremos sin concretizar el signo de 1 
puesto que en los problemas que más abajo se analizarán, ol signo 
de r carece de importancia. 

Las tensiones que aparecen en las tres caras del elemento (en 
tres planos ortogonales entre sí que pasan por el punto) están dadas 
en la figura 268. En las caras que no se ven en el dibujo, aparecen 
respectivamente las mismas tensiones, pero de dirección contraria. 

» El'sistema de fuerzas aplicado al elemento deberá satisfacer las 
condiciones de equilibrio. Como en las caras opuestas aparecen fuer- 
zas de signo opuesto, las primeras tres condiciones de equilibrio se 
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satisfacen idénticamente, resultando iguales a cero las sumas de 
las proyecciones de todas las fuerzas sobre los ojes z, y y z, indepen- 
dientemente de la magnitud 'de las tensiones que aparecen. Falta por 
comprobar si son iguales a cero las sumas de los momentos de todas 
las fuerzas respecto a los ejes z, y y z. Al plantear las ecuaciones de 
equilibrio se establece fácilmente que el momento de cada fuerza se 
equilibra con el momento de la fuerza opuesta que actúa sobre la 
cara invisiblo trasera correspondiente, excluyendo las tensiones tan- 
genciales. Por ejemplo, para el ejo.z, la condición de igualdad a cero 
de los momentos se satisface, si-el momento de la fuerza 7,,dz de es 
igual al momento de la fuerza 1,,dz dy, es decir, 
1,, dz da-dy =1,, dz dy-dz. 

De manera análoga se puede plantear dos ecuaciones más de equi- 
librio, obteniendo, 

2 Ty Tata Ty (14) 


Así pues, en dos planos ortogonales entre sí las componentes de las 
tensiones tangenciales, perpendiculares a la arista común son iguales 
y, o las dos van dirigidas hacia la arista, o las dos parten de la arista. 
En esto consiste la ley de paridad (reciprocidad) de las tensiones 
tangenciales en su enunciado general (véase también el $ 12). Esta 
ley es válida para todos los puntos del sólido solicitado, indopendien- 
temente del tipo de carga que se aplica y de las propiedades del mate- 
rial. De la condición de reciprocidad de las tensiones tangenciales 
so deduco que en las caras del elemento separado (fig. 266) existen 
no nueve, sino solamente seis componentes independientes de las 
tensiones, puesto que las tensiones tangenciales son igualos dos 
a dos, 

El análisis del estado tensional en un punto comienza siempre por 
la determinación de las tensiones en las caras del elemento escogido 
alrededor del punto. Por el punto se trazan tres planos ortogonales 
entro sí cuya orientación puede ser arbitraria, pero que se escogo 
do manera que las tensiones que aparecen en los planos, sean lo más 
fácil posible de determinar. 

Veamos un ejemplo. 

Ejemplo 7.1. Obtener al estado tenslonal en los puntos A y 8 de le barra 
traccionada y torsionada simultáneamente (fig. 269, a). 

En la vecindad de los puntos Cm separamos un volumen elomental con 
los planos correspondientes. La orientación de los planos se escoge de manera que 
las tensiones se puedan determinar de la manera más fácil posible. En nuestro 
caso. es lógico oriontar los plenos a lo largo del ejo de la barra y perpendícular- 
mente a ól. En la f ,, a los planos en la vecindad do los puntos A y B 
se representan por líneas punteadas. Los elementos idos se separan del 26- 
tdo aca ” EN a mayor escala, manteniendo la orientación de los 

» e). 
PASE acción do la fuerza P. en las sscotonos tranoversales de la barra, apa: 


reco la tensión normal o=35. Los vectores de las tensiones  correspondisutes o 
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sitúan sobre las caras de los olomentos. Bajo la acción del momento M, en las 
secciones transversales y longitudinales aparecen tensiones tangenciales que son: 


en el punto A, Tmx=p3pgz5 Y en el punto 8, 1=0, Situamos los vectores de 
max Sobre las caras dol elomento, Definitivamente obtendremos: en el punto 4 





z 
0) 
br 
y 
2 
Me 
id 
qe . 





Os=0y=0, Opus EyeT0, Trama, Ty y en el punto 8, a/=0y 


P 
Oj Es tntas= ty. 


$9 51. Determinación de las tensiones 
en un plano de orientación arbitraria 


Las tensiones en un plano cualquiera que pase por el punto dado 
se pueden obtener cuando se dan las seis componentes del estado ten- 
sional 0,, 0,, Oy, Tyy Tyz Y Tzy, en tres planos ortogonales entre sí. 

Separomós otra vez del cuerpo tensionado (fig. 267), en la vecin- 
dad del punto A, un volumen elemental en forma de tetraedro y no 
de paralelepípedo, como se hizo anteriormente (fig. 270). Tres caras 
de este elemento coinciden con los planos del sistema de coordenadas 
z, y y z. La cuarta ostá formada por un plano de orientación arbi- 
traria, Su dirección en el espacio la determinaremos por Jos cosenos 
directores. de la normal y, es decir, por l, m y n. 

El tetraedro elemental tiene las mismas propiedades que el para- 
lelepípedo que se analizó anteriormente. Al disminuir sus dimonsio- 
nes se reduco al punto A y, en el límite, todas sus caras pasarán 
Por el punto 4. Por lo tanto, las tensiones en las caras del elemento 
sé consideran tensiones en el punto en cuestión, pero aplicadas a pla- 
nos de diversas orientaciones. 

En la figura 270, por líneas punteadas, se representan las compo- 
nentes de las tensiones sobre las caras ocultas. Proyectamos el vector 
de la tensión completa en el plano de orientación arbitraria BCD 
sobre los ejes z, y y z. Anotamos estas proyecciones por X, Y y Z 








$ 51. Determinación de tensiones en plano 249 


respectivamente. Si se conocen estas tres magnitudes, se. podrán 
obtener, a través de ellas, las componentes normal y tangenciales 
correspondientes al plano de orientación arbitraria. 

Designamos el área del triángulo BCD por F, el área del triángulo 
ACD, por F., el del triángulo ABD, por F y, por último, el del tri- 
ángulo ABC, por F,. Está claro que, 

F¿=Fl; Fy=Fm; F¿=F,, (1.2) 


siondo ¿, m, y n los cosenos directores de la normal y. 





Flg. 270. 


Proyectando consecutivamente todas las fuerzas que actúan 
sobre el elemento, sobre los ejes x, y y z obtendremos, 


XP =0,P +3)E, HtaPa 
LN UN A 
A A 

o, de acuerdo con (7.2), 


X =0L4Tya MAT 
Y =1,yl +0,M +1,,N, 
Z=Tl 4 1,M 4 05. 


Así pues, resulta que, en realidad, en cualquier plano determinado 
por los cosenos directores £, m y n, las proyecciones X, Y y Z se ex- 
presan por las seis componentes iniciales 9,, 0,, O, Tyes Tax Y Tay: 
En otras palabras, el estado tensional en el púnto se determina por 
seis. componentes, 


(7.3) 
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Mediante las fórmulas (7.3) es fácil determinar el vector de la 
tensión completa en cualquier plano que'pase por el punto en cuestión 
(fig. 271). El estado tensional en el punto es un concepto más compli- 
cado que aquellos que encontramos hasta aquí. 

Ya conocemos el concepto de número y el concepto de vector, 
magnitud que se determina por tres números, El estado tensional se 
determina, ya, no por tres, sino por seis números y constituyo un 
tensor. El tensor, a diferencia del 
vector, no admito una interpretación 
geométrica simple. Generalmente 
el tensor se da por una matriz 


22 
400, Ed 
z 
Y 
y » 


Flg. 211. Flg. 272. 





(tabla) que se escribe, por ejemplo, en la forma sigui 


500 200 100 
200 —50 2). 





100 43 720 


donde cada número representa el valor de 0,, T,z, + . . de acuerdo con 
la posición de los coeficientes en las tres ecuaciones (7.3), es decir, 
0,=500, 1,¿=200, eto. 

Si pasamos del sistema original de ejes z, y y z a otro nuevo, enton- 
ces variarán las componentes del tensor, es decir, serán distintos los 
valores de 0,, 0,, .. . Sin embargo, el tensor del estado tensional per- 
manecerá el mismo. Esto se ilustra fácilmente en el ejemplo del vector 
de-la figura 272, 

El vector puede ser dado por una matriz cuyos términos son las 
coordenadas del extremo del vector, 


(400 300 0). 
Al pasar al sistema de ejes z,, y,, 2, (fig. 272), obtendremos para 


el mismo vector, 
(500 0 0). 
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Las componentes del vector, como vemos, varían, pero el propio vec- 
tor no. 

Veamos con más detalle algunas propiedades del estado tensional, 
rolacionadas con la transtormación del sistema de coordenadas. 


$ 52. Ejes principales y tensiones principales 


Expresemos la tensión normal 0, en un plano inclinado, por 
X, Y y Z. Está claro que ,=X1-+Ym +Zn/o, de acuerdo con (7.3), 
0,=0,1-+0,m'40,0 +25, mn 421,21 4-24, (m. 

Veamos el conjunto do planos de orientación arbitraria que pasan 
por el punto en cuestión. Ubicamos sobre la normal a cada plano el 





Fig. 213, 


sogmento r==f (0,) (fig. 273). Las coordenadas del extremo de esto 
vector serán, 
z=rl; y=rm; 2=rn. 


Eliminando en la expresión de a, los cosenos directores !, m y nh 
obtendremos el lugar geométrico de los extremos del vector, 


0 =040,y* 40,27 421,42 + 25,22 + 214,74, 


Veamos ahora cómo ubicar el valor absoluto del segmento r 
en función de 0,. Generalmente, este problema se resuelve de manera 
que la imagen geométrica resulte clara. En nuestro caso, para que la 
expresión obtenida sea simple, admitimos formalmente que 


n= A 
1 
siendo k una constante arbitraria que refleja la escala del dibujo. 
Entonces obtendremos, 
k=0, 40,41 40,8 +21), y2+ 25,2 32-121, 29. 

Esta expresión nos dice muy poco sobre las leyes de variación 
de las tensiones en el punto, pero nos da la ecuación de una superficio 
central de segundo orden. De la goometría analítica se sabe que, gi- 
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rando el sistema de coordenadas, esta ecuación se puede transformar 
de manera que desaparezcan los productos de las coordendas, es 
decir, que se conviertan en cero los coeficientes de los productos. 
En este caso esto indica que en cada punto gue se investiga del sólido 
tensionado existe un sistema de coordenadas z, y y z en el cual las 
tenslones tangenciales T,y, Tx Y Tyy Son iguales a cero. Estos ejes se 
denominan ejes principales. Los planos ortogonales entre sí corres- 
pondientes se denominan planos principales y las tensiones normales 
on estos planos, tensiones principales. Estas tensiones se anotan por 
Oy, Y, Y 01, siendo 0,<0,<01. 

Si en la vecindad del punto en cuestión el volumen elemental 
separado se obtiene por los planos principales, entonces el sistema 
de fuerzas que aparecen sobre las caras del elemento, se simplifica 


z 





Fig. 274. Fig. 278. 


(fig. 274). Se simplifican también considerablemente las ecuaciones 
(7.3) que en este caso serán, 
X=0l, Y =0m, Z=0n. 
Como, sl 7, bl 
Bemtntmt, 
resulta 





nr 2 
ata 

A esta relación so la puede dar una interpretación simple e ilus- 
trativa, Las magnitudes X, Y y Z se pueden interpretar como las 
coordenadas del extremo del vector de la tensión completa p que apa- 
rece en el plano de orientación arbitraria. El lugar geométrico de los 
extremos del vector de la tensión completa forma un elipsoide, cuyos 
semiejes son las tenstones principales a, 0, y 0, (fig. 275). El elipsoide 
obtenido se denomina elipsoide de las tensiones. 

De esta representación geométrica se deduce como corolario que 
la mayor de las tres tensiones principales es, al mismo tiempo, el 
valor máximo posible de la tensión completa en el conjunto de planos 
que pasan por el punto que se analiza. La menor de las tensiones prin- 
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cipales será, por otra parto, el valor mínimo posible de las tensiones 
completas. 

Cuando dos tensiones principales son iguales: el elipsoide se con- 
vierte en un cuerpo de revolución. En este caso, cada plano que pasa 
por el eje de rotación resultará principal. Cuando son iguales no dos, 
sino las tres tonsiones principales, el elipsoide se convierte en una 
esfera, resultando que todos los planos que pasan por el punto en 
cuestión son planos principales. 

Pasemos ahora a determinar las magnitudes de las tensiones 
principales, dados los valores de las sois componentes del estado ten- 
sional, en un sistema arbitrario de coordenadas z, y, z. Volviendo a la 
figura 271 y a las fórmulas (7.3), supongamos quo ol plano inclinado 
es un plano principal. Estonces la tensión completa en dicho plano 
(que es principal) estará orientada según la normal v. Anotamos esta 
tensión por $, 





X=S!, Y =Sm, Z=8n. 
Las ecuaciones (7.3) serán ahora, 


SI=0l+1,M+T,:, 
Sm =1,.yl + 0,M 41,1, 
Sa =T yl +1, ¿M4 04M, 


(08) +1, M4 Ton =0, 
Tay! +(0,—S) met, = 0, 
Tael 41,24 (0,—S)n =0. 


Este sistema se puede considerar como un sistema de ecuaciones res- 
pecto a las incógnitas 1, m y n que determinan la dirección del plano 
principal en el sistema de ejes iniciales dados z, y y z. El sistoma 
obtenido es homogéneo. Al mismo tiempo deberá determinar valores 
no nulos de 1, m y n, puesto que los cosenos directores no pueden ser 
todos simultáneamente iguales a cero, ya que 


Pm 1. (7.5) 
Para que el sistema de ecuaciones homogéneas (7.4) tenga solución 


que sea diferente de cero es necesario que el determinante de este 
sistema ses igual a cero, 


(1.4) 














SS e 
ly 9-5 Ty [=0 (6) 
ta Ty 0—S 





Esto se consigue escogiendo debidamente los valores de S. Si se 
cumple la condición (7.6), entonces una de las tres ecuaciones (7.4) 
será la combinación lineal de las otras dos que, conjuntamente con la 
condición (7.5), forman un sistema nuevo suficiente para determinar 
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las magnitudes de 2, m y n, que a su vez determinan la posición de 
los planos principales. Esta parte del problema la dejamos sin anali- 
zar y pasamos directamente a la determinación de las tensiones prin- 
cipales S de la ecuación (7.6). 

Desarrollando el determinante y colocando sus términos por el 
orden de las potencias de $ se obtiene la ecuación cúbica siguiente, 

SSI, +81, —1,=0, (0.7) 
siendo 
1, =04+0, +05 

0,0,+0,0,+ 0,0, — tha 1: — yn 





+ a: Ta (78) 
lyS|tay Oy ty 
e ta a 


ne Ty 


Se puede demostrar que las tres raíces de la ecuación (7.7) son reales. 
Estas raíces nos dan los tres valores de las tensiones principales 0, 
O, Y O: 

Está claro que las tensiones principales, es decir, las raíces de la 
ecuación (7.7), so determinan por el carácter del estado tensional y 
no dependen del sistema de coordenadas admitido. Por lo tanto, al 
girar el sistoma original de ojas x, y y z los coeficientes 1,, Z, 0 Z, 
de la ecuación (7.7) deberán permanecer invariables. Estos coeficion- 
tes se denominan invariantes del estado tensional, 

En algunos casos, los invariantes pueden ser iguales a cero. Por 
ejomplo, si 7,=0, entonces una de las raíces de la ecuación (7.7) 
también sorá igual a cero. En este caso se dice que el estado tensional 
es biaxial o plano. Concretamente, el estado tensional que ya cono- 
cemos, correspondiente a la distorsión pura es un estado tensional 
plano en el cual 0,=—0, y 0,=0, 

Si son iguales a cero simultáneamente los invariantes segundo 
y tercero, o sea, 1,=1,=0, entonces la ecuación (7.7) tendrá dos raíces 
iguales a cero, resultando que solamente una de las tensiones princi- 
pales es diferente de cero. Este estado tensional se denomina monoazíal 
o lineal. Al estudiar los problemas relacionados con la tracción, com- 
presión y flexión pura ya nos encontramos con este estado tensional. 

Veamos algunos ejemplos de determinación de las tensiones prin- 
cipales. 





Ejemplo 7.2. Doterminar las tensiones principales en el caso cuando todas 
las componentes del estado tensional son iguales (fig, 278, a). 
De acuerdo a las expresiones (7.8) y (4,1) oblendromos, 
Ii=30, I,=1,=0, 
a =30, 0,=03=0. 
Es decir, que el estado tensional dado constituye una tracción monoaxial. 
AA esto resultado se lo puede dar una explicación simple, si tenemos en cuenta 
que el elemento se puedo separar de la barra traccionada de cualquier manera. 
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Está claro que si los tres planos cortantes tienen igual inclinación respecto al eje 
do la barra traceionada, entonces en las caras del elomonto aparecerán componon- 
les del estado tensional (fig. 277). 
o al, variar la orientación de los planos cortantes, el estado tensional no 
sería, la solución obtenida so puede representar en la forma de una igualdad sim- 
Bélica (fig. 216). 


Ejemplo 7.3. Doterminar las tensiones princi- 
pales ón el caso del estado tensional, 








Je 





Fig. 276. Flp. 277, 


De acuerdo con la expresión (7.8) obtendremos, 
1,=0, li=-3%, ly=20. 


di 
Resultando que Sd 
Ñ Gte 
5 e yes 
4 a) » 


Fig. 278, 





Por tanteos obtenemos una de las raíces. Esta es 1. Dividiendo el 
primer miembro de la ecuación por S-+1 simplificamos la ecuación, reducióndola 
Zune ecuación cuadrada y determinamos después las dos raíces restantes, 


A=2%, 0=0%4=- 


Es decir, el estado tensional resultó ser triaxial (fig. 278, 5). 
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$ 53. Diagrama circular del estado tensional 


Como veremos más adelante, la determinación de las tensiones 
principales constituyo una etapa necesaria intermedia en los cáleulos 
de la resistencia del estado tensional complejo. Por eso, muy a menudo 
resulta necesaria la determinación de las tensiones principales. 

Esto, sin embargo, no quiere decir que siempre sea necesario re- 
solver la ecuación cúbica (7.7). En la inmensa mayoría de casos 
que se encuentran en la práctica, la posición de uno de los planos prin- 
cipales en el punto que se estudi puede determinar previamente. 
Entonces los dos planos principales restantes so determinarán del 
conjunto de planos perpendiculares al primero, lo que simplifica 
considerablemente el problema. 








Fla, 279. 


Veamos la condición de equilibrio de un prisma triangular repre- 
sentado en la figura 279. Este prisma se forma, seccionando el par: 
lolopípedo elemental por un plano inclinado que, independientemente 
del ángulo de inclinación «, permanece paralelo a uno de los ejes 
principales, que, en nuestro caso, es el eje y. 

Proyectamos todas las fuerzas que actúan sobre el prisma seccio- 
nado, sobro los ejes que coinciden con los vectores u y 7 (fig. 279, b), 
obteniendo, 


dy ¿E =0,dy decos a. +0,dy de tg sona, 





de 
cosa 


rdy 





=0,dy de sen a—oydy de tg acosa, 


o sea, 
0=0,c08'0+0,senta, 1=(0,—0,) sen a. cos a. 


Estas expresiones se pueden escribir como “sigue, 





Dos 4 Zi cos 2a, +=“ son Za (1.9) 
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Así se determinan las tensiones en el conjunto de planos paralelos 
a uno de los ejes principales. A las expresiones (7.9) se las puede dar 
una. interpretación: geométrica simple. Pasamos la semisuma.de las 


tensiones principales 24% a la parte izquierda de la primera ecua- 


ción. Elevamos después al cuadrado los dos miembros dé las ecua- 
ciones y excluimos el ángulo a, obteniendo, 


01+04y* 9011 
(o— — 2) +e-(5%) A 
En el sistema de coordenadas o, + ésta es la ecuación de una cir- 
cunferencia cuyo centro se encuentra sobre el eje o a la distancia 
2uj% del origen de coordonadas. El radio de la circunferencia es 











Flg. 280. 


igual a la somidiforencia de las tensiones principales. Es decir que 
la circunferencia se construye sobre el segmento d,— 0, que sirve do 
diámetro (fig. 280). Este círculo se denomina circulo de Mohr o 
diagrama circular del estado tensional. En lo que se refiere a las ecua- 
ciones (7.9), éstas se pueden interpretar como la ecuación de una 
circunferencia en forma paramétrica. El parámetro aquí es a, que 
determina la relación entre el punto del olreulo y el plano cortante. 
A cada plano le corresponde cierto punto en el círculo de Mobr. 
En el caso particular cuando a=0, el plano cortante coincide con el 
plano principal correspondiente a la tensión máxima o, (punto B 
de la figura 280). Si a=90*, el plano cortante coincidirá con el otro 
plano principal del mismo conjunto (punto € de la circunferencia). 

La circunferencia de la figura 280 corresponde al conjunto de 
planos paralelos al vector 0,. De manera análoga, se puede construir 
los círculos de Mohr para el conjunto de planos paralelos a los vectores 
01 y 0. En estos casos los círculos se construyen sobre los diámetros 
0,— O, Y 91 —0, respectivamente. Así pues, se pueden construir tres 
círculos de Mohr. Como no se concretiza el signo de 1 generalmente se 
limitan a construir solamente la mitad superior del círculo (fig. 281). 

A cada punto de cualquier circunferencia le corresponde cierto 
plano cortante del correspondiente conjunto. Está claro que los 








ome 
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puntos situados en los tres círculos no agotan todo el conjunto de 
planos cortantes. Los planos que no son paralelos a ninguno de los 
ejes principales no pueden ser incluidos en el esquema analizado. 





y 


planos — Y, Para los plamos 

ra Ale «| poracla al ge y | parlns el ge a 

0 = $ 
dy % 





Fig. 281. 





Se puede demostrar que a los planos de inclinación arbitraria les 
corresponden en el sistema de coordenadas (o, 7) los puntos que se 
encuentran en el triángulo curvilíneo rayado BCD formado por los 
tres círculos de Mobr (fig. 282). Existen también métodos que permi- 
ten determinar las tensiones en los planos correspondientes. 











Fig. 282. 


Como ninguno de los puntos no sale fuera de los límites del trión- 
gulo curvilíneo rayado, está claro que la tensión tangencial máxima 
será igual al radio del círculo máyor, 


Ta aa. (7.40) 


Esta tensión aparece en el plano de igual inclinación a los planos de 
las tensiones principales máxima y mínima, 
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El diagrama circular puede ser construido no sólo: cuando se dan 
las tensiones principales. Es suficionte conocer las tensiones en dos 
planos cualesquiera del conjunto examinado de planos en: cuestión 
paralelos al ejo principal, Supongamos, por ejemplo, dado el estado 
tensional de la figura 283, a. El ejo y es un eje principal. En el 
conjunto de planos parelelos a este eje se encuentran dos planos 
en los cuales se conocen las tensiones. Estos son los planos 7 y //, 





Por lo tanto, en el diagrama circular, se pueden determinar los dos 
puntos correspondientes que deberán encontrarse en los extremos 
opuestos del mismo diámetro, puesto que el ángulo entre los planos 
es igual a 90” y este Ángulo se duplica en el diagrama circular. Sin 
embargo, puesto que el signo de las tensiones T no se concretiza, 
situamos las ordenadas de los dos puntos hacia arriba, lo que no afecta 
a la forma del diagrama circular (fig. 283, ») 

Del diagrama circular fácilmente se determinan las tensiones 
principales, 

0=%2t%_p, rte, R, 

siendo R, el radio del círculo, 


ah Vs +. A 
04D 
tp, y (Eq 


Una vez determinadas las tensiones a” y o” se comparan éstas con 
o, para establecer cuáles de ellas son 0,, 0, y 0,, puestas en el orden 
de disminución. 


Ejemplo 7.4, Determinar las tensiones principales para el estado 4 
nal de la Figura Alo Ls ias 6 da e pal Cra 


Así pues, 





> 
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En este ejemplo está dado uno de los planes principales y una de las tensio- 
nos principales y, por lo tanto, sin recurrir a la solución de la ecuación cúbica 
(7.7) se pueden determinar. las otras dos tensiones principales del círculo de 
Mobr para el conjunto de planos paralelos al eje z (fig. 284). 

Ubicamos en el diagrama los puntos correspondientes a los planos 1 y 11 
y construimos el diagrama circular, 








Es decir, 0,=360, a¿=500, 0y=-—100, 

Las lensiones principales so pueden obtener también por las fórmulas (7.11), 
En este caso es necesario prestar especial atención, para no equivocarse on los 
subíndices de las tensiones según los ejes. Veamos un ejemplo. 


Y 





Fig. 284. Flg. 285, 


Elemplo.7.5. Determinar las tensiones principales on el caso dol estado ton- 
sional do la figura 285. Las tensiones se dan on unidados convencionales. 

El estado tensional es plano, siendo el plano A un plano principal. Los 
tros dos so obtíonen del conjunto de planos perpondiculares al primoro. Para 
podor recurrir a las fórmulas (7.11) Alteciamento, dirigimos ol ejo y según lo 
perpendicular al plano principal (fig. 285). Entonces obtendremos, 

y 0=—300; 04=500; t=300. 
De las fórmulas (7.11) hallaremos, 
0400; 0% + 600. 
Distribuimos los subíndices según disminuyan las tonsiones en el orden 
siguiente, 





04=-+000; 0,=0; 03=-—400 


$ 54. Resumen de los diversos tipos 
de estados tensionales 


Al estudiar los problemas de la resistencia, en el caso de un estado 
tensional complejo, adquiere gran importancia el tipo del estado 
tensional. La mayoría de los materiales se destruye de manera distinta 
según sean las tensiones, de tracción o de compresión. Los ensayos 
demuestran que todos los materiales sin. excepción son capaces de 
resistir grandes. tensiones cuando se trata de compresión triaxial, 
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mientras que en el caso de tracción monoaxial, la destrucción ocurre 
para tensiones relativamente pequeñas. Existen estados tensionales 
en los que la destrucción ocurre de manera frágil, sin la formación 
de deformaciones plásticas, y existen otros en los que el mismo mate- 
riel resulta capaz de deformarse plásticamente. 

Resulta así necesario detenerse con más detalle en las caracterís- 
ticas de los estados tensionales típicos y observar en que condiciones 
surge tal o cual estado, Este resumen nos pormitirá en adolante, con 
mayor facilidad, orientarnos en los problemas de resistencia y juzgar 


440 





cola sl grado del peligro que para el material presenta ol estado ton- 
sional. 

Anteriormente los estados tensionales fueron clasificados en tri- 
axiales, biaxiales y monoaxiales. A] estudiar los problemas de la 
resistencia esta clasificación resulta insuficiente y se acuerda dividir 
los estados tensionales en tres clases según sea el signo de las tonsiones 
principales. 

El primer caso lo constituyen las tracciones triaziales, es decir, 
los estados tensionales en los cuales ninguna de las tensiones princi- 
pales es de compresión. Los diagramas circulares de esto tipo do esta- 
dos tensionales se sitúan en la parte derecha del plano o, + (fig. 286). 
En un caso particular las tres tensiones principales de tracción pueden 
ser iguales. Este estado tensional so denomina tracción triaztal pura. 
Aparece, por ejemplo, en la parte. central de una esfera maciza que 
so calienta rápidamente en su parte exterior (fig. 287, a). La dilata- 
ción de las capas exteriores calentadas conduce a que la parto interior 
sin calentar de la esfera se somete a «presión de tracción» triaxial, 
Los diagramas circulares en el caso de tracción triaxial pura so dege- 
neran en un punto (fig. 287, a). La tracción triaxial correspondiente 
al caso cuando dos tensiones principales son iguales, pero diferentes 
de la tercera so observa ón los puntos situados en el eje de una pro- 
beta traccionada con ranura anular (fig. 287, b). Frecuentemente se 
da el estado tensional cuando 0,0. Este estado tensional es plano y 
se refiere también al tipo que analizamos. La tracción biaxial, 
cuando d,7+0, aparece, por ejemplo, en los discos finos de espesor 

onstante que giran a gran velocidad (fig. 287, c). La tracción biaxial 
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de tensiones iguales (0;=0,)' surge-en-los puntos situados enla su- 
perficie exterior del recipiente esférico solicitado por: una presión 
interior (fig. 287, d). A este tipo de estados tensionales pertenece 


Y 





Fig. 289, 


también la tracción monoaxial simple que surgo en una barra homo- 
génea traccionada o en la flexión pura (fig. 287, e). 

El segundo tipo de estados tensionales, muy difundido, es aquel 
en el cual ninguna de las tensiones principales es de tracción, Se 
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donomina este estado compresión triaxtal. Los diagramas circulares 
correspondientes a este tipo-se sitúan en la parte izquierda del plano 
o, 1 (fig. 288). 

La compresión trisxial pura aparece en todo cuerpo, independien- 
temente de su forma, sometido a una presión hidrostática en todas 


20% á 

a 

. 1% . 
y, 


Flg. 290. 





Flg. 291. 


las direcciones (fig. 289, a). La compresión triaxial no uniforme es 
característica pera los puntos situados en la proximidad de los cuer- 
pos en contacto, como, por ejemplo, los rodillos y el aro de un coji- 
nete, el casquillo y el árbol, ete: (fig. 289, 5). Un ejemplo de compre- 
sión biaxial está representado en la figura 289, c. La compresión 
biaxial de tensiones iguales (0,=0,) aparece cuando se presiona un 
árbol de: extremos libres (fig. 289, d). 
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La compresión monoaxial también figura en este tipo de esta- 
dos tensionales y aparece, particularmente, en la flexión pura y 
en la compresión de una barra homogénea (fig. 289, e). 

Al tercer tipo-se refieren los, así llamados, estados tensionales 
mixtos en los cuales, la tensión máxima y mínima tienen distinto 
signo. La tensión o, puede ser tanto positiva como negativa. Los 
diagramas circulares de los estados tensionales de este tipo:se sitúan 
en la parte central del plano o, 7 (fig. 290). El estado tensional 
triaxial mixto aparece, así en un cilindro de paredes gruesas soli- 
citado por una presión interior (fig. 291, a). Es característica para 
la barra flexada y, al mismo tiempo, torsionada la aparición de un 
estado tensional plano mixto (fig. 291, 5). La distorsión pura también 
constituye un estado biaxial mixto (fig. 291, c). 

Los ejemplos analizados de los tipos indicados de estados tensio- 
bilas na san los únicos, le quo so demostrará en el proceso de estudio 
de la resistencia de materiales. 


$ 55. Estado de deformación 


La variación de la forma del sólido está relacionada con los des- 
plazamientos de sus puntos. La distancia entre las posiciones del 
punto A, antes y después de variar la forma del sólido (fig» 292), se 





Fig. 282. 


denomina desplazamiento total de esto punto, Las componentes del 
vector del desplazamiento total según los ejes z, y y z, seanotan por 
u, Y y w respectivamente, 

. Veamos el segmento AB cuya dirección coincide con el eje z 
(fig. 293, a). La distancia entre los puntos A y B puede ser infinita- 
mente pequeña. Designémosla por dz. Las componentes del vector del 
desplazamiento en el punto B se diferencian de las componentes en 
el punto A en magnitudes que dependen de la variación de la coordo- 
nada zx. Así, por ejemplo, si el punto A se desplaza a lo largo del eje 
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z la magnitud w, entonces el punto B se desplazará la magnitud w+ 
+3 dz, eto, 


El incremento de la longitud del segmento AB es Í dz. Por 
lo tanto, el alargamiento unitario en el punto A, según el eje zserá, 


Do manera análoga se obtiene 


0 14 

Y 
El ángulo de giro del segmento AB en el plano zz es igual a la razón 
entro la diferencia de los desplazamientos do los puntos A y B a lo 





Fig. 298. 


lorgo del eje z y la longitud del segmento dz, es decir, 
ut. 


El éngulo de giro del segmento AC en el plano zz (fig. 293,0) 
será, 


du 
n=: 
ba suma de:los ángulos y, y y, es igual a la variación del ángulo 


recto BAC. es decir, es igual al ángulo do distorsión en ol 
plano 22, 


do , du 
Wet 
De manera análoga se pueden escribir las expresiones de los ángulos 


de distorsión en los otros dos planos del sistemo de coordenadas. 
Como resultado, se obtiene la relación siguiente entre los desplaza- 
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mientos y las deformaciones en un punto, 


ds. de. EN 
A 4d 
0 00, o du, do 442 

W= ¿+3 lea Sata 

El conjunto de-las deformacignes que aparecen en la dirección 
de los distintos ejes y en los planos diversos que pasan por el punto 
dado,'se denomina estado deformacional en el punto, 

Después de ciertas transformaciones se puede demostrar que las 
sois componentes de la defórmación obtenidas son suficientes para 
doterminar las deformaciones lineales y angulares en el punto dado y 
en direcciones arbitrarias. Así pues, el estado de deformación en el 
punto se determina por seis componentes y, como en el caso del estado 
tensional, constituye un tensor. 

El análisis del estado deformacional' demuestra que tiene propie- 
dades idénticas a las del estado tensional. Entre el conjunto de ejes 
que so pueden trazar por el punto que se investiga, existen tres ejes 
ortogonales en cuyo sistema no existen deformaciones angulares. 
Estos ejes se denominan ejes principales del estado deformacional 
y las deformaciones lineales en este sistema, deformaciones principales. 

Las deformaciones principales se obtienen de la ecuación cúbica, 

e*—1+12—1,=0, 
cuyos coeficientes son las invariantes del estado deformacional, 


l =e,+8,+e5 





1 1 1 
Hee y — q GV 


1 1 
tz z Yyx TV (7.13) 
1 1 
h=| qlo $ 7% 
1 1 
TY TYn e 

Comparando estas ecuaciones con las expresiones (7.7) y (7.8) 
se ve que el análogo de la tensión normal es aquí la deformación lineal 
y el análogo de la tensión tangencial, la mitad del ángulo de distorsión 
en el plano correspondiente. Continuando esta analogía, se pueden 
constfuir los círculos de Mobr para las deformaciones, como se hizo 
para las tensiones. 

El análisis del estado deformacional se basa en relaciones pura- 
mente geométricas y, por lo tanto, todo lo dicho permanece en vigor 
para cualquier sólido homogéneo, independientemente de las propio- 
dades mecánicas del material. 

Simultáneamente a las deformaciones lineal y angular, en la re- 
sistencia de materiales resulta necesario analizar, a veces, la de- 
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formación del volumen, es decir, la variación unitaria del volumen en 
un punto. Las dimensiones lineales del paralelepípedo elemental 
dx, dy y dz, comoresultado dela deformeción, varían, haciéndose igua- 
les a de (1+e,), dy (1+,) y de (1-++e,). El incremento absoluto del 
volumen se delermina, claro está, por la diferencia, 


AV =dz dy dz (1 +e,) (1 +e,) (1 -+-8,) —dz dy dz. 


Abriendo los paréntesis y prescindiendo de los. productos de las 
deformaciones lineales, gue son magnitudes pequeñas en comparación 
con las primeras potencias, obtendremos, 


AV =dz dy de (e, +e, +2). 
La variación unitaria del volumen se designa por e y es igual 


a la suma do las doformaciones lipeales correspondientes a log 
tres ejes, 





eme +ey te (7.14) 


Al girar ol sistema de ejes, e, on el punto dado, no varía. Este es 
mo de los invariantes del estado deformacional [véase la fórmula 
(7.48)1. 


$ 56. Loy de Hooke generalizada. 
Energía potencial de la deformación 
en el caso de un estado tensional arbitrario 


Hasta ahora, analizábamos los estados tensional y deformacional 
independientemente el uno del otro, sin relacionarlos con las propie- 
dades del material. Sin embargo, entre las componentes del estado 
tensional, por una parte, y las del estado deformacional, por otra, 
existe cierta dependoncia. Cuando se trata de deformaciones pequeñas 
esta dependencia es y se denomina ley de Hooke generalizada. 
La forma más simple de la ley do Hooke generalizada so observa en 
el cierpo isótropo. En esto caso, los coeficientes de proporcionalidad 
entre las componentes del estado tensional y las del estado deforma- 
cional no dependen de la orientación de los ejes en el punto. 

Para plantear la expresión analítica de la ley de Hooke generali- 
zada, recurramos al principio de superposición de las fuerzas y vea= 
mos, por:separado, las fuerzas que aparecen en las caras del parale- 
lepípedo elemental (fig. 294). 

En cualquiera de los planos de coordenadas, por ejemplo, en el 
plano yz, la deformación angular se determina solamente por las 
tensiones tangenciales correspondientes. 








Yue 
Mm 
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Los otros dos pares de tensiones tangenciales, así como también 
las tensiones normales, no influyen sobre la magnitud de y,,, lo 
que se deduce de las propiedades del material isótropo. j 

A esto se le puede dar la explicación siguiente. Supongamos que" 
on las caras del elemento surgen solamente las tensiones tangonciales 


Fig. 294. 





Flg. 295, 


T.=1y, (fig. 295, a). Surge la pregunta siguiente: ¿ aparecerá defor- 
mación angular y,, en el plano perpendicular al plano de acción de las 
tensiones tangenciales 7,,? 

Si esta deformación surgiese, sería imposible establecer su signo, 
en el caso de un material isótropo, puesto que para 1,, ninguna de las 
dos direcciones prevalece sobre la otra y para las propiedades del 
material las dos direcciones son iguales. Supongamos, por ejemplo, 
que la distorsión ocurre en la dirección indicada en la figura 295, a. 
Entonces, girando el elemento 180” respecto al eje z obtendremos el 
mismo sistema de fuerzas 1,, y una distorsión y,, de signo contrario 
(fig. 295, b). Está claro, que esta contradicción se liquida solamente 
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cuando y,s=0. Por lo tanto, aplicando el principio de superposición 
do las fuerzas, podemos afirmar que la deformación angular yy, nO 
dopende de T,y. De manera análoga se demuestra que ella tampoco 
depende de las componentes restantes del estado tensional, excepto 
Ty En el caso de un material anisótropo estos razonamientos no 
válon. Como resultado, obtenemos para las tres deformaciones angu- 
res, 
k For + 

Y (145) 
De estas expresiones se deduce que en el caso de un cuerpo isótropo, 
los ejes principales del estado tenslonal coinciden con los del estado de- 
formacional, puesto que las tensiones tangenciales y las deformaciones 
angulares desaparecen al mismo tiempo. ; 

De la misma manera que las deformaciones angulares no dependen 
de las tensiones- normales, las deformaciones lineales tampoco depen- 
den de las tensiones tangenciales. Esto se puede demostrar fácilmente 
como se hizo anteriormente y se deduce, también, del teorema de 
reciprocidad de los trabajos (véase el $ 42). Si las tensiones normales 
no originan distorsión sobre la cual las fuerzas tangenciales podrían 
realizar cierto trabajo, las tensiones tangenciales tampoco originarán 
desplazamientos lineales sobre los cuales puedan realizar trabajo las 
fuerzas normales, 

El alargamiento unitario en la dirección de x, debido a la tensión 


0, será 75. A las tensiones o, y 0, les corresponden los alargamientos, 
en la dirección de x, de signo opuesto e iguales a —u L y —p ul a 









Por lo tanto, 
A 
o O 
Expresiones idénticas se obtionen de manera análoga, para e, 
y €, Como resultado hallaremos, 


e.= 101 (0, +03), 
e, =5l0,—1(0,+05), (1.46) 
=$ l0,—1(0,+0,)). 


Sumando los dos miembros de estas ecuaciones obtendremos 
la expresión de la deformación de volumen (7.14) 
40, +0,+0,)- 047) 
Las relaciones obtenidas (7.15) — (7.17) constituyen la expresión 
analítica de la ley generalizada de Hooke para el caso de un sólido 
isótropo. 
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En el caso do un sólido anisótropo, en el caso general, la loy de Hooke se 
escribe así, 


O= 01105401507 + 01902 Or4T yo + Toa + Gro 
87 = 2900 0490, + 0550: +GuiTys + Gaser Gal, 





(7.48) 





A A 


parece 
sino también cuando actúan tensiones normales. Al mismo tiempo, las defor- 
maciones lineales dependon, no sólo do las tensiones normales, sino también 

de la tangsocialos. 
Si son 2, y y £ los ejes principales del estado tensional, entonces 1,¿=1,4= 
«rey —0, púro, in embargo, a doormacioos angular Ys ez, Ya 10 don 
). Es decir, el material anisótropo en el cazo gonoral los ejes 
A io 
¿ón los ojos principales del “estado deforma: 

ional. 

one 36 constantes 15 siempre son Iguales 
dos a das, puesto que, en virtud del teorema 
de reciprocidad de los trabajos (véaso $ 42) 





Flo. 298, 


ajy=a9, Por lo tanto, las propiedados elásticas dol cuerpo, en el caso gonoral 
de anisotropía, so caracterizan por 24 constantes indopendiontes. En los casos 
más simples do anisotropía ste número so reduce, Cuando so trata de un ma- 
toriol ibtropo, como ya sabomos, el número de estas constantes os igual a dos. 
Los problemas relacionados con la doformación do los cristales so resuelven 
pg. loz do Hooko escrita en lo forma (/-48), Estas ccuaciones ao emploon tom 
ión parcialmento en ol análisis do los resultados del método de Roentgen de de- 
torminación de las tensiones on el metal (5 117). 
Es muy importante el emploo de las leyes de olasticidad del tipo (1.48) 
cuando se trata de la así llamada anisotropía constructi 
si la cónstrucción elástica tiene particularidades geométricas y de fuerza 
que so ropiten sistemáticamente, entonces, en toda una serio de casos resulta 
posible interpretar la construcción como un ambiente continuo al cual so lo 
atribuyen las propiedades de anisotropía. Por ejemplo, on el caso de la construc- 
ción compuesta por goma y tejido cord de la figura 298 dondo estos elementos se 
disponen en forma de varias capas de tejido y otras tantas capas, intermedias, 
de goma, la construcción se puedo interpretar como una placa anisotrópica, La 




















e 
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construcción compuesta por paneles (fig. 297) también so puedo interprotar 
como una placa anisotrópica. 





La expresión de la deformación de volumen (7.17) permite deter- 
minar el valor límite del coeficiente de Poisson para cualquier cuerpo 
isótropo. La relación (7.17) es válida para cualquier estado tensional 
y, por lo tanto, también en el caso particular cuando 9¿=0,=0, =P. 


En este caso, 
eje Pe 


Cuando p es positivo, la magnitud e deberá ser positiva también 
y cuando p es negativo, será negativa también la variación del volu- 


men. Esto resulta posible solamente cuendo 4< $. Así pues, el valor 


del coeficiente de Poisson, en el caso de un material isótropo, no puedo 
ser mayor que 0,5. 

El resultado obtenido, a pesar de que se deduce del análisis de un 
caso particular del estado tensional, es general, ya que f es una ca- 
racterística del material y en el dominio de las deformaciones elásticas 
no depende del estado tensiona! 

Pasemos ahora a determinar la energía potencial de la deformación 
en el caso de un estado tensional general. Está claro que la energía 
potencial acumulada en un volumen elemental se determina por la 
suma de los trabajos de las fuerzas distribuidas sobre la superficie 
de este volumen. La fuerza normal 0,dy dz (fig. 294) realiza cierto 
trabajo en el desplezamiento e,dz. Esto trabajo es, 


Fody de-e dz, 


siendo e, el alargamiento unitario según el eje z, originado por todas 
las fuerzas que actúan. : 
Expresiones análogas do los trabajos-corresponden al. resto de las 
componentes normales, La fuerza tangencial 1,,dy dz realiza en el 
desplazamiento Yyids el trabajo siguiente, : 


Fed de y pudo 


(véase también: el-$ 20). Las expresiones del resto de los sumandos de 
la energía interior'so obtienen alternando los subíndices. Como resul- 
tado obtendremos, 


dU =p dedyda(0.e,+02, +02: Ho %a tera PT tay) 
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Si-referimos, como generalmente se hace, la energía a la unidad «dé 
volumen y sí, al mismo tiempo, expresamos las deformaciones por las 
fórmulas (7.15) y (7.16) a través de las tensiones, obtendremos defi- 
nitivamente, 


Us =7g [0140740324 (0/0, +0,0,-+-0,0,)) + q (ua + tie 
(7.19) 


Esta energía se puede expresar también por las tensiones 
principales, 


U, =ip [01 +03+03—2p (0,0,+030,+0,0)).— (7.20) 


Para determinar la energía potencial en todo el volumen del 
cuerpo deformado, multiplicamos la expresión de U, por el volumen 
elemental e integramos después esta expresión sobre todo el volumen 
del sólido, 


u= var. 


Hallemos, por fin, las expresiones de las, así llamadas, energía de 
la variación de la forma y energía de la variación del volumen. Estas 
expresiones serán necesarias más adelanto al estudiar los cuestiones 
relacionadas con las deformaciones plásticas y los estados tensionales 
límites. La división do la energía potencial interior en las dos compo- 
nentes indicadas es convencional y se realiza según el principio si- 
guiente. 

Cada una de las tensiones principales so interpreta como la suma 
de dos magnitudes 

0=P+0, 0,=Pp+0; 0,=P40), (1.24) 
lo que conduce a que el estado tensional se divide en dos. El primero 
de ellos representa una tracción triaxial y el segundo, cierto suple- 
mento que complementa al primero convirtiéndolo en el estado tensio- 
nal dado (fig. 38). La magnitud p se establece de manera que la va- 
riación del volumen correspondiente al estado tensional suplomenta- 
rio sea igual a cero, es decir, 

0+04+0=0. 
Sumaudo las expresiones (7.21) obtendremos, 


p=3(0,+0,+0). (22) 








Según esta condición, el sistema de fuerzas del primer estado ten- 
sional (p) no realiza ningún trabajo en los desplazamientos origina- 
dos por las fuerzas del segundo estado. De la mísma manera, las 
fuerzas del segundo estado tensional no realizarán trabajo en los 
desplazamientos del primer estado. Los trabajos recíprocos desa pare- 
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cen y la energía interna se divide en dos partes correspondientes a los 
dos estados tensionales 
Do=Ur 9 +Uo tor 
siondo Us, la energía de la variación del volumen y Voto, la 
energía de la variación de la forma. 
Sustituyendo en la expresión (7.20) las tensiones principales por 
la magnitud p (7.22) obtendremos para el primer estado, 





Uor= peo, +0, +05)" (1.23) 
% 
En a 
Ñ A 
cab 
Fig. 298. 


La energía de la variación de la forma se obtione, restando 
Uso de Uy Después de ciertas transformaciones olementales 
hallaremos, 


Der E loros 





0,0, —0,0, —0,04), 





Vote = HE (lo, 090,0) + (0,0). (1.24) 

Si esta expresión so escribieso con respecto a un sistema de 
ejes arbitrarios, entonces sogún (7.19) obtendríamos, 

Votos == (10,0, +(0,—0,)'+ (0,04) + yg (tb + Ti +12) 

(7.25) 


En el caso particular de compresión o tracción triaxial uniforme, 
es decir, cuando 0, =0,=0,=0, resulta, 


31 
Uor=FPERL0, Us py =0. 
En el caso do la distorsión pura, cuando 
0,=0, 0,=0, 0,=—0, 
las componentes de la energía potencial serán, 


Urra =0, Up = hor 


Capítulo VII 


TEORIA DE LOS ESTADOS 
TENSIONALES LIMITES 


$ 57. Contenido de la teoría de fos estados 
tensionales límites 


Según soan las condiciones de solicitación, el material puede 
encontrarse en distintos estados mecánicos. Cuando las cargas exterio- 
res son pequeñas, el material trabaja elásticamente o, como so dice, 
se encuentra en el estado elástico. En el caso de fuerzas mayores, se 
observan deformaciones residuales apreciables y el material se encuen» 
tra en el estado plástico. Después aparecen grictas locales y llega el 
estado de rotura. 

El estado mecánico del material en el punto depende, ante todo, 
del estado tensional en el mismo punto aunque no so determina por 
él plenamente. Así, por ejemplo, en el caso de variación de la tompe- 
ratura, sobre el estado mecánico del material influye sensiblemente 
el factor tiempo. Cuando se trata de una solicitación de poca duración 
el estado del material se puede considerar elástico, en el caso de soli- 
citaciones de duración prolongada, plástico. El estado del material 
en puntos vecinos también influye sobre el estado mecánico dol pun- 
to dado. Y, por último, lo más importante es que el concepto de estado 
mecánico en el punto no está libre de contradicciones con la suposición 
sobre la continuidad del material. Esto se observa, ante todo, al 
analizar los problemas relacionados con la rotura, puesto que el pro- 
ceso de formación de grietas en los metales está estrechamente rela- 
cionado con la estructura molecular y cristalina de éstos. 

Se podrían indicar muchos factores más de los que depende el 
estado mecánico del material. Sin embargo, todas las cuestiones in- 
dicadas y otras semejantes no están bien estudiadas todavía y, en 
gran medida, son discutibles. En la resistencia de materiales estas 
cuestiones no se estudian. Los estados mecánicos de los materiales se 
estudian partiendo de la suposición de que dependen principalmente 
del estado tensional del punto. 

Entenderemos por tensión límite o, en forma general, por estado 
tensional límite, el caso en que ocurre una variación cualitativa de 
las propiedades del material, es decir, el paso de un estado mecánico 
a otro. En el caso de un material plástico se considera generalmente lí- 
mite el estado tensional correspondiente a la aparición do deforma- 
ciones residuales considerables y, en el caso de un material frágil, 





216, Cap. VIII, Teoria de los estados tensionales limites 





el sto tensional que corresponde al comienzo de la rotura del ma- 
terial, 

Estos dos casos deben estar bien limitados, puesto que los procesos 
físicos que tienen lugar en ellos son completamente diferentes y po- 
drán sor diferentes, por lo tanto, las condiciones en que transcurre el 
paso a estos estados. 

El estado tensional límite puedo considerarse como una caracte- 
rística de las propiedades del material. Cuando se calcula la resisten- 
cia de una estructura, partiendo de las tensiones máximas, el estado 
tonsional en el punto más peligroso del sólido en cuestión se compara 
con el estado tensional límite del material dado. Sobre la base de 
esta comparación se hacen las conclusiones pertinentes respecto a la 
seguridad de la estructura. 

El primer problema que surge cuando se emplea esto método de 
cálculo consiste en la determinación del estado tensional límite. 

Cuando se trata de un estado tensional monoaxial este problema 
se resuelve fácilmente. Para ello, se realiza el ensayo del material 
a tracción y en el diagrama de tracción se escoge el punto caracterís- 
tico correspondiente a la tensión límite del material dado. General- 
mente se considera que la tensión límite es igual o al límite de fluen- 
cía Oy o al límite de rotura 04. 

Do la misma manera se puede obrar en el caso de'la distorsión 
pura. Ensayando a torsión un tubo de paredes delgadas es fácil de- 
torminar las magnitudes de ls's tensiones en los puntos caracterís 
cos del diagrama de la distorsión. Una de estas tensiones puede con- 
siderarso límite. Comparando esta tensión con las tensiones que apa- 
recen en la pieza solicitada se puede juzgar sobre su resistencia, 

Siguiendo este camino, sería necesario disponer para cada estado 
tonsional. (0, 0 Y 0,) y para cada material de los diagramas de ensa- 
yos correspondientes con las características numéricas de los puntos 
1mites. Está claro que este enfoque de la cuestión es inadmisible de- 
bido, ante todo, a la infinidad de los tipos posibles de estados tensio- 
nales y a las dificultades puramente técnicas que surgirían durante 
los ensayos de los materiales. 

La técnica de los ensayos dispone actualmente de métodos de 
ensayo solamente para algunos tipos de. estados tensionales (véaso 
el $ 112). Estos ensayos exigen, en toda una serie de casos, el empleo 
de aparatos complicados y son realizables solamente en un pequeño 
número de laboratorios de investigación y no en los laboratorios de 
la producción. 

De esto se deduce fácilmente la necesidad de la creación do un mé- 
todo general de apreciación de la medida de peligro de cualquier estado 
tensional cuando se. dispone de un número limitado de ensayos me- 
cánicos del material. Esto constituye el contenido de la teoría delos 
estados tensionales límites o de la, así denominada, teoría de resis- 
tencia. 
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Es necesario advertir que el término «teoría de resistencia» no 
refleja plenamente el contenido del problema, puesto quese trata 
no estrictamente de la resistencia, sino de la variación cualitativa 
de las propiedades. del material. ; 

La dificultad relacionada con la creación. de la teoría de los esta- 
dos Jímites consiste, naturálmente, en la insuficiencia de nuestros 
conocimientos sobre lós procesos internos que tienen lugaren el má- 
torial. Do acuerdo a esto, el problema se resuelve fundamentalmento, 
analizando y generalizando los, datos experimentales, 

Ahora existen dos tendencias en la teoría de los estados límites, 
La primera, la más vieja, consiste en la creación de hipótesis, lo 
más exactas posibles, que no son demostrables, pero que pueder 
ser justificadas por ensayos posteriores. Las hipótesis fundamentales 
se analizarán en el parágrafo siguiente. 

La segunda tendencia, que es posterior y promete mucho más 
que la anterior, se basa sobre la manera fenomenológica do abordar 
el problema, es decir, se basa sobre la descripción, a ser posible simple 
y completa, del conjunto de los datos experimentales, recurriendo a 
un número, lo más pequeño posible de suposiciones simplificativas. 
Este enfoque se analizará en el $ 59. 

Antes do pagar a la exposición de las teorías de resistencia existen- 
tes introducimos ciertos conceptos que necesitaremos en adelante. 

Generalizamos el concepto de coeficiente de seguridad. Para 
ello suponemos dado cierto estado tensional. Aumentando proporcio- 
'Imente todas las componentes de este estado tensional, es decir, 

'ándolo de manera que permanezca semejante, llegaremos tardo 








y 
o temprano al estado tensional límite. Entenderemos por coeficiente 
de seguridad en el estado tensional dado el número que indica cuántas 
veces se deben aumentar simultáneamente todas las componentes del 
estado tensional para que el estado se convierta en estado límite. 





Do esta dofinición se deduce, como un caso particul: 
ya conocida del coeficiente do seguridad correspondi 
simple. 

i en dos estados tensionales son iguales los coeficientes de segu- 
ridad, estos estados tensionales se consideran igualmente peligrosos, 
Esto permite comparar los diversos estados tensionales según sea el 
gano de peligro, es decir, partiendo del coeficiente de seguri- 
dad. 


definición 
la tracción 





Para el material dado, la comparación de los estados tensionales 
so puede llevar a cabo sin recurrir al cooficiento de seguridad, sino 
simplemente por la característica numérica de cierto estado tensional 
que se escoge como patrón. Lo más cómodo es admitir como tal pa- 
trón la tracción simple de tensión principal 0,, (fig. 299). La tensión 
equivalente 0.,, es la tensión que se debe aplicar en la barra traccionada 
para que el estado tensional de la barra sea igualmente peligroso al 
estado tensional dado. 
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El concepto de tensión equivalente o, como se dico a voces, a pesar de no 

sor del todo correcto, «tensión reducida» que se usa ampliamente en la práctica, 
de la su; ción de que para la oy lución cuantitativa del paso del ma- 
Lal iciente conocer un solo A 


comparar dos estados tensionales no tenemos en consideración las propiedades 
del material que en los distintos estados tensionales se roflojan de manera dife- 
tonte. Puedo ocurrir que en el estado tensional A (fig. 299), al aumentar: pro- 
porcionalmente todas las componentes de las tensiones tenga lugar el fallo, 


y 1d 
EA 
ear" 


el estado 


Fig. 299. 





mientras que en el estado tensional 8, al aumentar 9, comience el proceso do 
formación de las deformaciones plásticas. Entonces los estados tonsionales ro- 
sultan incomparables. 

Así pues, se del 
siompro es irte; blo, siendo 
realizar los cálculos prácticos. 





sonsiderar que el concepto de tensión equivalente 9, no 
mismo tiempo un medio muy cómodo para 


Una vez obtenido 0, es decir, después de expresarlo por 04, 
0, y 0, se puede considerer resuelto el problema de la medida 
poligro del estado tensional dado. En efecto, el coeficiente de seguri 
dad, ón ol caso de tracción (estado 8 de la figura 299), se obtiene, como 
de costumbre, como sigue, 





n=2. 
Deg 


En el caso del estado tensional complejo A el coeficiente de seguridad 

adquioro el mismo valor. Así pues, el cáleulo por las tensiones máxi- 

mas en el caso del estado tensional complejo se reduce al cálculo ya 

conocido por nosotros, del caso de tracción simple. La cuestión con- 

siste solamente en cómo expresar 0,¿ por-0,, 0, y 0, Para ello anali- 

csuos algunas hipótesis de los estados límites aprobados por la prác= 
ca. 
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$ 58. Hipótesis fundamentales 
de los estados límites 


A la creación de las teorías de los estados límites (teorías de resis- 
tencia) antecede la hipótesis sobre cual de las tensiones o cual de las 
combinaciones de ellas en el estado tensional complejo determina el 
paso al estado límite. Se elabora, como se dice, el criterio del estado 
límite. La hipótesis posteriormente se comprueba mediante los en- 
sayos: accesibles de las probetas en estados tensionales complo- 

os. 

; En las condiciones de un mismo estado tensional, los diversos 
materiales se comportan de manera diferente. Por eso ocurre que la 
hipótesis que es válida para un material conduce a resultados insa- 
tisfactorios en el caso de otro material. Una misma hipótesis puede 
ser comprobada experimentalmente en un caso y refutada en otro. 
Por ello, los criterios de los estados límites no tienen carácter uni- 
versal. 

Estas circunstancias, en los cálculos numéricos, conducen a cier- 
tas divergencias. Por ello, no debe extrañarnos que el resultado del 
cálculo por una teoría manifieste cierta diferencia con los resultados 
obtenidos por otra. Esto se explica por el hecho de que las teorías 
de los estados límites no son perfectas. Se debe tene cuenta 
también que en ninguna teoría se puede conseguir una exactitud ma- 
yor que la de las suposiciones originales. En nuestro caso, esta suposi- 
ción original consiste en que el estado tensional en el punto es el 
factor único que determina el estado mecánico del material dado. 

Desde que surgió la necesidad de realizar los cálculos de la ro- 
sistencia en el caso de estados tensionales complejos, so ha propuesto 
toda una serie de hipótesis. Así, por ejemplo, a su tiompo se escogió 
como criterio de resistencia la magnitud de la tensión normal máxima 
01, sin considerar las dos peines principales restantes. La práctica 
no confirmó esta hipótesi 

La rotura del meterial por un plano se puede interpretar como el 
resultado de las alteraciones de las fuerzas intermoleculares de cohe- 
sión, al aumentar la distancia entre moléculas, Es por eso que 
surgió la idea de emplear, en calidad de criterio del estado límite, la 
deformación lineal máxima. Esta hipótesis recibió una gran difusión, 
pero un estudio de comprobación detallado demostró que adolece de 
deficiencias considerables. 

El desarrollo de las deformaciones plásticas residuales en los me- 
tales ocurre, como se sabe, en forma de deslizamiento de unes partí- 
culas respecto a otras. Es matural suponer que el criterio del paso 
del estado elástico al plástico radica en la tensión tangencial máxima 
en el punto. Esto quiere decir que las deformaciones plásticas comien- 
zan a desarrollarse cuando las tensiones tangenciales máximas alcan- 
zan cierto valor límite. 
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La tensión tangencial máxima aparece en los planos elementales 
de igual inclinación a los planos de las tensiones máxima y mínima 
y es igual a la somidiferencia de estas tensiones (véase la fórmula 





Partiendo de este criterio, admitimos que dos estados tensionales son 
igualmente poligrosos cuando son iguales las tensiones tangenciales 
méximas. En el caso de los estados tensionales 4 y 8 (lig. 299) ob- 
tendremos, 


de donde hallamos, 
Uy =0,—0y. (84) 


La comprobación experimental de la expresión obtenida para los 
diversos estados tensionales ha demostrado que, en el caso de materia- 
les plásticos, esta expresión da generalmente resultados satisfacto- 
rios. El paso del estado elástico al plástico se detormina efectivamente 
por la diferencia entre las tensiones principales máxima y mínima. 

a fórmula (8.1) demuestra particularmente que en el caso de compre- 
sión hidrostática o en el caSo de tracción triaxial, en el material no 
surgen deformaciones plásticas. Si 0,=0,, entonces 0,4=0, lo que 
quiere decir que el estado tensional es igualmente peligroso que el 
estado de la probeta sin carga. 

Como demostró la comprobación, la hipótesis de las tensiones tan- 
genciales máximas manifiesta sensibles errores en el caso de materia- 
hr de diferentes características mecánicas a la tracción y a la compre- 
sión. 

Simultáneamente a las hipótesis oxpuestas se propusieron muchas 
más entre las cuales merecen ser mencionadas las hipótesis energéticas. 
Durante cierto tiempo se intentó admitir en calidad de criterio del 
estado límite, la energía potencial interior del punto del sólido 
tensionado. Este intento, sin embargo, no tuvo éxito. En el caso de 
la compresión hidrostática, como lo demuestran los ensáyos, la 
energía potencial de la deformación, correspondiente a la variación 
del volumen, se acumula prácticament: límite alguno, sin con- 
seguirse el estado límite, es decir, que esta hipótesis contradice a los 
ensayos. Se propuso, de acuerdo con' esto, excluir del cálculo la 
energía de la: variación del volumen y admitir, como criterio del 
paso del estado elástico al plástico, solamente la energía de la varia- 
ción de la forma (7.24), 











Voror = EE [0,0 +(0,—04)* +(0,—0,)']. 
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En el caso do tracción simple esta expresión da, 
Duro = 20. 


De la condición de que estos estados son igualmonte' peligrosos 
se obtiene 07, para lo cual igualamos las dos expresiones últimas, 


LEA (0,01 +(0,—0,)1+ (0,01 = E 20%. 
obteniendo á 
077 FONO. (8.2) 


Cuando el estado tensional está dado en un sistema arbitrario 
y no en ol sistema de los planos principales, de acuerdo a la 


expresión (7.25), hallaremos, 
IF Py). 
(8.3) 


La fórmula obtenida da resultados numéricos muy cercanos a los 
que se obtienen por la hipótesis de las tensiones tangonciales máximas, 
es decir, por la fórmula (8.1). Por lo tanto, -las fórmulas (8.2) y 
(8.3), así como también la fórmula (8.1) son aplicables para juzgar 
sobre los estados límites de los materiales plásticos, dando resultados 
menos satisfactorios en el caso de materiales que se resisten do manera 
diferente a la tracción y . 

Las hipótesis analizadas de las tensiones tangenciales máximas 
y de la onergía- de la variación de la forma son las o básicas 
de los estados límites y mantienen su importancia hasta hoy. En 
los cálculos prácticos las dos dan resultados satisfactorios. La primera 
de ellas atrao por lo simple e ilustrativa que es, la segunda, a pesar 
do que las suposiciones iniciales en que se basa son artificiales, nos 
da las relaciones que sirven de base para la teoría moderna de la 
plasticidad (capítulo X11I). En nuestros tiempos se reconoce univ 
salmento la hipótesis de resistencia de Mohr a cuyo estudio pasamos 
ahora. 











d= 77 =P FO PRO 











$ 59. Teoría de los estados límites. 
Teoría de Mohr y su ación 


Supongamos que disponemos de una máquina de ensayos que per- 
mite aplicar a la probeta cualquier estado tensional y variar propor- 
cionalmente todas sus componentes. 

Escogemos cierto estado tensional y aumentamos simultáneamente 
las componentes de este estado. Tarde o temprano, este estado tensio- 
nal se convertirá en estado límite. La probeta o fallará o aparecerán 
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en ella deformaciones plásticas. Representamos en el plano a, + 
el mayor de los tres círculos de Mobr para el estado límite (círculo 
1 de la figura 300). Consideramos que el estado límite no doponde de 
01 Realizamos otro ensayo sobre la probeta del mismo material, pero 
para otro estado tensional. Aumentando otra vez las componentes 
llevamos este estado tensional al estado límite y dibujamos en el 
diagrama (fig. 300) el círculo correspondiente (círculo 2). 
Procediendo análogamente, obtendremos el conjunto de círculos 
de Mohr para los estados tensionales límites. Trazamos la envolvente 
(evolvente) común y consideramos que ésta no depende de las tensio- 


y Egvolvente 
Ed 





s 


nes intermedias principales o,, siendo pues la evolvente única. Esto 
constituye la suposición fundamental en esta teoría. 

La forma de la evolvente de los círculos límites de Mohr depende 
de las propiedades del materíal y es una característica mecánica de 
éste como lo es, por ejemplo, el diagrama de tracción. Si la evolvente 
de los círculos límites de Mobr del material está dada, resulta posible 
determinar el coeficiente de seguridad para cualquier estado tensional 
dado. Para ello, es necesario construir el mayor de los tres círculos de 
Mohr correspondientes a las tensiones dadas y después, aunque sea 
gráficamente, determinar cuántas veces se deberán aumentar 0, 
Y 9, para que el círculo así aumentado sea tangente a la evolvente 

ímite. 

Este planteamiento de los problemas de los estados límites no 
contiene, como vemos, hipótesis sobre los criterios del estado límito 
y osí resulta que la teoría de Mohr se basa, ante todo, sobre la siste- 
matización lógica de los resultados de los. ensayos necesarios. 

Es necesario ahora resolver el problema de cómo construir la evol- 
vente de los círculos límites cuando se dispone de un número limitado 
de ensayos. Los ensayos más simples son los de tracción y compresión, 
es decir, que dos de los círculos límites sé obtienen fácilmente 
(fig. 301). Se puede obtener otro círculo límite más, realizando el 
ensayo a torsión de un tubo de paredes delgadas. En este caso el ma- 
terial se. encontrará en el estado de distorsión pura y el centro de 
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círculo correspondiente se dispondrá en el origen de las coordenadas 
(tig. 301). Sin embargo este círculo contribuye muy poco a la deter- 
minación de la forma de la evolvente puesto que se encuentra muy cer- 
ca de los dos primeros círculos. 

Para determinar la evolvente es muy importaite conocer la posi- 
ción del punto C (fig. 300 y. 301). La tensión normal en este punto es 
igual a la tonsión de rotura en el caso de tracción triaxial. Hasta ahora 
no existe ningún método que permita realizar tal ensayo. En general 
no se consigue realizar el ensayo del estado tensional cuándo las 
tres tensiones principales son de tracción (véase con más detalle el 





Fig. 301. 


$ 112). Por lo tanto, por ahora, no hay posibilidad de construir para 
el material el círculo límite situado a la derecha del círculo límite de 
la tracción. 

Dobido a esto, lo más simple y natural es aproximar la evolvente 
límito con la tangente a los círculos de tracción y compresión 
(tig. 301). Está claro que esto no excluyo la posibilidad de, cuando so 
encuentren nuevos métodos de ensayos, concretizar la forma de evol- 
vento y reflejar así de manera más completa las particularidades 
del comportamiento del material en condiciones próximas a la trac- 
ción triaxial. 

Doterminemos ahora 0.q, suponiendo quo la evolvente es una reo- 
ta. En la figura 302 esta ovolvente se traza como la tangente a los 
círculos límites de la tracción y compresión (puntos D y F). 

Construyamos ahora el círculo de Mohr para cierto estado tensio- 
nal dado por las tensiones principales máxima y mínima 0, y 0, 
(fig. 302). Si todas las componentes de este estado tensional se aumen- 
tan n veces (siendo n el coeficiente de seguridad) entonces el círculo 
será ya límite. Las tensiones 0, y o, adquirirán los valores 0] y 0%; 

OL=N0,, 0,=N0,. (8.4) 
Este círculo límite (aumentado) de Mohr es tangente a la evolvente 
límito en el punto C”. Al mismo tiempo, según la condición del cre- 
cimiento proporcional de las componentes, será tangente también 
a la continuación de la línea OA en el punto B. Del punto C' trazamos 
la recta horizontal C'EG y planteamos la proporción, 
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Como los segmentos DE y FG constituyen las diferencias de los 
radios de los círculos en cuestión, obtendremos, 


DES ZA, pe 

Así como también 
“Em Ad 
PS ER 


Transformando la proporción hallaremos 





El 7 voi+0 0 
SE, 06 = EA os. 


0=0— Ho; 
A 





Flg. 302. 





te 
Para la tracción equivalente obtenemos, 


Su 
n=, 
Se 


De la condición de equivalencia se deduce que los coeficientes 
de seguridad n de estos estados tensionales son iguales y por lo tanto, 

9.4 =0,—K0,, (8.5) 
siendo k la razón del límite do fluencia en la tracción y el límite 
do fluencia en la compresión, 


k=2, (8.6) 





En ol caso de materiales frágiles la razón 2% so sustituyo porgí, 

En el caso particular cuando el material tiene iguales límites de 
fluencia a tracción y a compresión k=1. Entonces la fórmula (8.5) 
cincidirá con la fórmula (8.1) obtenida anteriormente, 
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En la actualidad, los cálculos prácticos basados en las tensiones 
admisibles, en el caso del estado tensional complejo, se realizan, como 
regla general, por la fórmula (8.5). Al mismo tiempo, si el material 
tiene iguales características mecánicas a tracción y a compresión, 
los cálculos se podrán realizar por las fórmulas de la hipótesis de la 
energía do la variación de la forma. Los resultados numéricos resultan 
satisfactorios. 

La limitación fundamental que se impone al empleo do la teoría 
de Mobr está relacionada con el hecho de que la exactitud con quo se 
construye la evolvente en la zona de la tracción triaxial es insufi- 
ciente. Esta limitación, sin embargo, noes tan importante, puesto que 
los estados tensionales de este tipo son poco frecuentes en los proble- 
mas prácticos. No se conoce con la suficiente exactitud tampoco el 
aspecto de la evolvente límite en la zona de la compresión triaxial 
profunda. Debido a la simplificación admitida, aquí también son 
posibles errores. Los mejores resultados de la fórmula obtenida corres- 
ponden al caso de estados tensionales mixtos, es decir, cuando 0,>0 
y 0,<0. En este caso el círculo límite de Mohr se sitúa en el intervalo 
comprendido entre los círculos límites correspondientes a la tracción 
y a la compresión. 

















conveniente recurrir al 
Lo que se ha dicho referente a que en los problemas del estado límite es 
preferible el planteamiento tenomendlópico no quiere decir quo ciertas hipótesis 
gan importancia práctica. Estas hipótesis como la hipótesis de las tensio- 

Mos tangencialos imáxircas o la de la energia de la variación de la 
sólidamente en la práctica de los cálcalos y resultan muy cómodas, 
problemas concrotos. La hipótesis de la energía de la variación do la forma adqui- 
Importancia en relación con la creción y “desarrollo de la teoria 


83). 











'ma, figuran 
resolver 
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Veamos algunos ejemplos para ilustrar el empleo de lo teoríá 
de los estados límites. 


Ejemplo 8.1. Determinar cuál de los tres estados tensianales de la figura 
303 es el más peligroso. Las tensiones se dan en kgf/cm*, El material so comporta 
a tracción igual que a compresión (k=1). 





El estado más poligroso es c). Lo estados a) y D) son Igualmente peligrosos. 


Ejemplo 8.2. Para investi las profundidados de los maros so emplea un 

brad q a aguas e] H (tig. 304). y pS e 
vo da sl agua es P. el posos » Lo 

antonia del co ye Dolorminar 13 tenslonos equivalentes en Ta ascolones 
superior o inferior del cable, al ke=4. 
a Re 47 a Lai rr io La hy] 
a tracción se vo, la de compresión, a la presión 
a le A E dd e 





ah: 0; 0 =-+y8. 


La sección su] lor trabaja exclusivamente a tracción axial dobida ésta 
al poso del dispositivo P y al peso del cablo en el agua P¿=(ye—Y) FH. Así 
pues, en la socción superior, 


Dog: A) HB. 


Siel Fado espesos del calla supera sn más de dos veces el del agua, enton- 
ces la sección mu ligrosa será la sección superior del cable. Esta sección de- 
berá ser comprobada también en el caso cuando el dispositivo está colgado del 
cablo en el aíro, antes de ser sumergido. 


hera 8.3. A través de un sistema de ruedas dentadas se transmite el 
momento MN (fig. 305). Dentro de los límites fijados por el dibujo del nudo, este 
momento so oquilibra por el momento “1 en la rueda dentada inferior, slondo £ 


la relación de transmisión entro io árbol y el ndo. Calcular el díá- 
metro del primer árbol si M=25 kgl-cm, R=8 cm, a=80 cm y b=10 cm 
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Flg. 305. 
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El matorial trabaja a tracción igual que a compresión, gue=04==3 090 kgl/cra!, 
Es necosario garantizar un coeficiente de ld igual a dos 002) 
ela condición de kganigad a cero de [a suma do los imcmnatios muegecto al 
efg, 09 £rbol obtenemos lo foca tnageaña que ación sotco la rueda dentada 
. 301, b) 





m 
PR 


Entro las ruedas dentadas aparece no sólo la fuerza ta: ial, sino Emos 
vna fuerza radial Pg. Su magnitud degondo del iyo del engrionjo. Coral 
mente se admite que », 0,4 P. Determi las reacciones de 
irulmos Jos dingramas do los momentos flectores y torsores (fig. 

El momento flector máximo resultante es, 











m=y (2 





me 
Mies =1,08 


SES" 


E más pligroso será el punto poiféico 8 do la sección quo so encuentra on l 

plano del momento (fig. 805, d). 
mos sn dos dlrodedorss del punto el elemento de la figura 305, e. 

La tensión o se determina por el momento flector y í, por el momento torsor, 


pa AA 


Hallimos las tensiones principales para el estado tonsional obtenido. 
Como se conoco uno de Tos plenos principales, construlmos el circulo de Mohr 
(fig. 306) y obtonomos, 


a=F+ V Tp, a=3- Y T4o, 0=0. (8.7) 





Calculamos ahora la tensión equivalente por la fórmula (8.5). Cuando l==4 


obtendremos, 
0=0—0=YF FG 
6 





$59, Teoría de los estados límites. Teoría de Mohr 29 





Introduciendo aquí los valores de los momentos flector y torsor obtendremos 
definitivamente 


m ¿08 al 
s=oia V [men] + 
y de acuerdo con los valores numéricos dados hallamos el diámotro d, 


1 25000 80-10 
73000 108550) +1, ¿=Gmo. 


El estado tensional analizado en este último ejemplo siempro fi- 
gura en el cálculo de la barra por torsión y flexión (o tracción) simul- 
táneas. Por lo tanto.es conveniente obtener, para el caso del estado 
tensional plano (0,1) de la figura 306, la expresión de 0,, a través 
de las dos componentes indicadas para evitar la determinación inter- 
media de las tensiones principales. 

La fórmula (8.5), después de introducir en ella 0, 0, y 0, de la 
expresión (8.7), será, 





Y (8.8) 
Para k=1, 
0 =V IFA (8.9) 


La hipótesis de la energía de la variación de la forma [vóase 
la fórmula (8.2)] nos de en esto caso, 
PFI (8.10) 


En los cálculos prácticos estas fórmulas se emplean con frecuencia 
y so dobe tener en cuenta constantemente que son válidas solamente 
en el caso del estado tensional indicado. 


E 


ESTO 


E 


9, 










Fig. 307. 


. Ejemplo 8.4. Determinar la carga admisible ¡gara la barra quebcada de la 
figura 307. El material de la barra es hierro fundido, o,;==1 500 kgi/om*, 0-e= 
3 300 kgi/cmt. La sección de la barra es cuadrada de lado a=3 em, la longr- 
tud, l=30 cm y el coeficiente de seguridad necesario, n=3, 


oa 
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Construimos los diagramas de los momentos flectores y torsores. El punto 
més peligroso es el punto 4 situado en la sección de empotramiento, 





_6PL PL 
A 


El estado tensional obtenido es semejante al que so analizó en el ejemplo 
antejor y, par lo tanto, podemos recurir a la fórmula (8.5). Lo magnitud 
será, 


1500 
ho 399 0,455. 


Introduciendo los valores numéricos en la fórmula (8.8) obtendremos, 
0 = P-10,94 y, teniendo en cuenta el cooficiente triple de seguridad dado, 
1500 
Paro kel 

Ejemplo 8.5. Comparar las tensiones equivalentes para el prisma rectango 
lar, en los casos de solicitación siguientes: e 
a) el prisma se > libremente y b) el qa se comprime dentro de una 
caja rígida que no le permite ensancharse en la dirección transversal (fig. 308). 

En el caso a) 0,=0; 0y=—0 y por lo tanto, 0,q=k0. 

En el caso b) es necesario previamente determinar las tensiones de compro- 
sión transvel a be). 

m0, la condición, la deformación transversal es igual a cero, de 

acuerdo con la loy de Hooko obtendremos, 


1 
Pisano =77 101 (040%) =0, 


EP de 


Fig. 308. 
resultando que la tensión transversal de compresión será, 
e Eo. 
En el estado tensional obtenido, 
== Lo, 02, ot) o 





La magnitud 0.q, debido a las limitaciones impuestas a las deformaciones trans- 
versales, como vemos, disminuye. 
Es importante indicar ¿que:en el caso de los estados tenslonales de compre. 
hr. 


sión triexial, la teoría de Mohr, a veces, da valores negativos do 02q. Esto ocurre 
particularmente en el ejemplo que analizamos cuando <pE, a 
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La interpretación formal de tal resultado es la siguiente. Si 0:¿=0, ol estado 
tensional presenta el mismo peligro que el estado tensional nulo, cuando 0;q <0 


estad: 
el estado Ave 







Capítulo IX 


TUBOS DE PAREDES GRUESAS 
Y DISCOS QUE GIRAN 
A GRAN VELOCIDAD 





$ 60. Ecuaciones fundamentales para el caso 
de un cuerpo simétrico respecto a un eje 


En esto capítulo se analizará el problema de la resistencia del tubo 
de paredes gruesas y del disco de espesor constante que gira a gran 
velocidad. La naturaleza de las fuerzas interiores que surgen en el 
tubo de paredes gruesas bajo la acción de una presión y las que se ori- 
ginan en el disco que gira a gran velocidad es distinta. Sin embargo el 
cálculo de estas dos piezas conduce a un esquema de cálculo común, 
al esquema del cuerpo de revolución. El análisis posterior demuestra 
también que son idénticas las ecuaciones diferenciales que determinan 
los desplazamientos y las tensiones en los dos casos. Es conveniente, 
por lo tanto, analizar estos dos problemas simultáneamente; 

Veamos, ante todo, las particularidades del esquema de cálculo 
y deduzcamos las ecuaciones de las deformaciones y las ecuaciones 
de equilibrio para el sólido cilíndrico simétrico respecto a un eje en 
el caso más simple cuando las cargas y las tensiones permanecen 
invariables a lo largo del eje del cilindro. Una vez obtenidas estas 
ecuaciones, basándonos en ellas, analizaremos los dos problemas in- 
dicados anteriormente. 

Veamos un cuerpo homogéneo de forma cilíndrica (fig. 309) soli- 
citado, de una u otra manera, pero con carga exterior simótrica res- 
pecto al eje y constante a lo largo de este mismo eje. Las dimensiones 
del cilindro pueden ser las más diversas sin limitar la relación entre 
los diámetros interior y exterior del cilindro. La longitud del cilindro 
se considera por ahora arbitraria. En adelanto, a este respecto, se 
introducirán ciertas restricciones. Cada punto del cilindro al dofor- 
marse éste, se desplaza. De las condiciones de simetría se deduce que 
estos desplazamientos ocurren en los planos radiales. El punto puede 
desplazarse en la dirección del radio y a lo largo de la genoratriz 
correspondiente. 

Designamos por u el desplazamiento radial de un punto arbitra- 
rio. La magnitud u será función del radio variable r y no variará 
a lo largo del cilindro. Consideramos positiva la dirección de r 
que se mide desde el eje del cilindro (fig. 309). En lo que se refiero 
a los desplazamientos a lo largo del eje, consideraremos que éstos son 
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originados solamente por el alargamiento o acortamiento general 
del cilindro. Si existen los desplazamientos axiales, se distribuyen 
de manera tal que las secciones transversales del cilindro permanecen 
lanas. 

E Designemos por e, y e, los alargamientos unitarios en el cilindro 
en la dirección radial y circunferencia] respectivamente y expresémos- 
los a través del desplazamiento u. 

Para ello analizamos él segmento elemental AB=dr que se obtiene 
en la dirección radial (fig. 310) antes y después de cargar el cilindro. 





Flg. 309, Flo. 310, 


El punto A recibe el desplazamiento u y el punto B, el desplazamiento 
u-+du. Es fácil demostrar que la nueva longitud del elemento será 
dr+du y su alargamiento unitario, 


.=$- (9.1) 


Veamos ahora la longitud de la circunferencia trazada dentro del 
cilindro antes y después de la solicitación (fig. 311). La longitud 
de la circunferencia antes de la solicitación del cilindro es 2xr. 
Después de aplicar la carga el radio aumenta en la magnitud u, 
resultando la longitud do la circunferencia 21 (7+u). El alargamiento 
unitario circunferencia! será, 


Ln (1 +6) —2nr 
q EG 


o sea, 
a=t. (9.2) 


Separemos ahora del cilindro un elemento curvilíneo de seis caras 
(fig. 312). Sus dimensiones son dr, dz y r dy. 

En las secciones axiales del cilindro (plano ABCD del elemento), 
debido a las condiciones de simetría axial, son nulas las tensiones 
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tangonciales, y aparecen solamente tensiones normales o, denomin: 
das tensiones circunferenciales, En las secciones transversales del 
cilindro (plano CDEF del elemento) también se supone que las ten- 
siones tangenciales son iguales a cero. Esto so deduce de la condición 
do indepondencia de los desplazamientos u de la coordenada z. En 
las secciones transversales pueden aparecer tensiones normales (axia- 
les) 0, que surgen como consecuencia de la solicitación del cilindro 
por cargas orientadas según el eje. Se supone que estas tensiones no 
varían tanto en la dirección axial, como radial del cilindro. 











Fig. 311. Flg. 312. 


Como los planos ABCD y CDEF son planos principales, será 
principal también el plano ADEG. Designamos la tensión en este 
plano por 0,. Esta tensión se denomina tensión radial. Al pasar del 
radio r al radio rv+-dr la tensión a, recibirá el incremento d a,. 

De acuerdo con este planteamiento, la determinación de las ten- 
siones y los desplazamientos en el cuerpo de revolución se llova a cabo 
por funciones de un solo argumento, el radio r. 

Proyectando las fuerzas que actúan sobre el elemento, sobre la 
dirección del radio, obtendremos la condición de equilibrio siguiente, 


(0,+do,) (r-+ dr) dy d:—0,r dy dz — o, dr de dy =0, 
de donde se obtiene, É 
o +GEr—0=0, 
o sea, 
Z (0,r)— 0,=0. (9.3) 
El resto do las ecuaciones de equilibrio del elemento se satisface 
automáticamente. 


De acuerdo con la ley de Hooke generalizada, las tensiones 
O, 0; y 0, están relacionadas con los alargamientos unitarios e, 
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y *, como sigue, 
e,=£[0,—n(0,+0,)],e:=3 (0, —u(0, +0). 


Consideraremos conocida la tensión o, que depende de las con- 
diciones. de solicitación del cilindro por fuerzas axiales aplicadas 
a los extremos. Expresamos «ahora las tensiones 0, y 0, por £,, 
e, y 0, De las dos últimas ecuaciones obtendremos, 


O A 


Introduciendo aquí e, y e, de las expresiones (91) y (9.2) halla- 
Tomos, 
E fa 2 . 
rr e e 9.4 
E fu, de (9.4) 
«=p + + 
Realicemos, por último, la última operación, eliminando me- 
diante las ecuaciones (9.4) O, y a, de la ecuación de equilibrio 
(9.8). Así obtendremos una ecuación con una incógnita u, 


du, tdu_u 
mat r=0 


que puede sor escrita así, 


¿ E ¿ (ur)] =0. (9.5) 


Si despejamos de esta ecuación u, por las expresiones (9.4) so 
podrán obtener también las tensiones. 


$ 61. Determinación de los desplazamientos 
y las tensiones en el cilindro de paredos gruesas 


Veamos un cilindro de radio interior a y de radio exterior b 
(tig. 313). Para mayor generalidad suponemos que el cilindro está 
solicitado simultáneamente por una presión interior p, y por una 
presión exterior p,. En adelante, suponiendo p,=0 ó p,¿=0 podremos 
analizar el caso de una presión interior solamente o el de una presión 
exterior. Se debe tener en cuenta que sí el cilindro tiene fondo 
(fig. 314, a), entonces aparecerá en éste una fuerza axial de tracción 
de magnitud, 

paña? — pyab?. 
La tensión axial 0, será, 





, (9.6) 
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Es importante destacar que la longitud del cilindro se supone sufi- 
cientemente grande para que se pueda considerar que la tensión 0, 
está distribuida uniformemente en.la sección transversal y que la in- 
fluencia restrictiva del fondo sobre los desplazamientos radiales del 
cilindro es muy pequeña. 

Veamos aparte del caso analizado, el caso cuando 0,=0, como 
ocurre, por ejemplo, en el cilindro de la figura 314, b. 

El psoblema de la determinación de las tensiones y los desplaza- 
mientos en el cilindro de paredes gruesas se denomina problema de 
Lamé, científico del siglo 
pasado que resolvió este 
problema. 





Fig. 313, Flg. 314. 


Volviendo a la ecuación (9.5) obtendremos el desplazamiento 
radial, 


u=Cr4%, (9.7) 


siendo C, y C, las constantes de integración. Introducimos esta 
expresión on (9.4) obteniendo, 


£ 1 
55 [0,040,004] +70, pon 
a [004040404] +20. 


Las constantes C, y C, se determinan de las siguientes con- 
diciones de borde: cuando r=a 0,=— p, y cuando r=b 0,=— Pp, 


+ [e, (+10, $] +¡E,%=—Po 
plc a+ mc. 007] +27 0,=—po 
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de donde se obtiene, 
C, 





rd 
1— 1 
al == a Po): 
Una vez excluidas las constantes C, y C,, las expresiones 
(9.7) y (9.8) serán, 


E (9.9) 
FA. (9.10) 


Las expresiones de a, y 0, se dan aquí en una misma fórmula. Al 
subíndico superior corresponde el signo negativo y al inferior, el signo 
positivo. 

La existencia de la tensión axial o, influye solamente sobre la 
magnitud del desplazamiento radial u. Cuando el cilindro se presiona 
en la dirección axial, de las expresiones (9.6) y (9.9) obtendremos, 


e E y (9:44) 


Cuando no existe la fuerza axial, 


RR. (9.42) 


Veamos ahora algunos casos particulares. 
Cilindro sometido a presión interior. En este caso p,=P y 
P»=0. De la expresión ¿. 10) se obtiene, 


e M 

+ (145) a (9.43) 
En la figura 315 están representados los diagramas de la variación 
de las tensiones radial y circunferencial dentro del espesor del cilindro 
solicitado por una presión interior. La tensión circunferencial, como 
era de esperar, resultó de tracción y la radial, de compresión. En la 
superficie intarior 9, adquiere su mo valor, 



























» 
Aro =P Aa 
La tensión radial es aquí igual a —p. 
Según la teoría de las tensiones tangenciales máximas (cuando 
no existe la fuerza axial, es decir, cuando 0,=0), 
ya 
PES 





0 = 0, 
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(9.14) 
Es muy importante seguir la variación de las tensiones o, y 0, 
a medida quo disminuye el espesor del cilindro. Admitamos que 
b=a4+b 
siendo 6, el espesor del cilindro. Entonces, 


(a+ 04 a? 2a* 
A A 


ad 
=P Za" 








q 
ñ 





Fig. 315, 


Cuando $ es pequeño, 
Orirzo O ayy E PA 


La tensión radial o, en la superficie interior es —p y en la exterior, 
cero, independientemente del espesor del cilindro. Así pues, vemos 
que en el caso de un cilindro de pared de espesor pequeño las tensiones 
circunforenciales se distribuyen casi uniformemente y las radiales, 
son pequeñas en comparación con las circunferenciales en la, misma 
medida en la que el espesor $ es pequeño en comparación con el radio. 

Si el espesor del cilindro aumenta, entonces las tensiories máximas 
que en él so desarrollan, manteniendo constante la presión, disminu- 
yen, pero no do manera ilimitada. Veamos el caso cuando b—c0, es 
decir, cuando el cilindro es de espesor infinito. En esto caso la expre- 
sión (9.13) será, 


a 
o= FP 


Esto indica que cuando el espesor del cilindro es infinitamente grande 
la tensión radial en cualquier punto será igual a la circunferencial 
(fig. 316) y en el caso cuando no existen tensiones axiales todos los 
puntos se encontrarán en el estado de distorsión pura. Como vemos, 
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las teñisiones son inversamente proporciónales al cuadrado del radio r. 
Si, por ejemplo, r=4a, entonces en los puntos situados a esta distan- 
cia del eje, las tensiones constituirán solamente 1/16: parte de las 
tensiones máximas, Por lo tanto, cuando es suficiente realizar los 
cálculos con una exactitud del orden del 56% (mayor exactitud es, 





Fig. 316, 


prácticamente, imposible aunque sea por el hecho de quo los matoria- 
les no son perfectamente olásticos), el cilindro para ol cual 2 >4 


se puede considerar de espesor infinitamente grande. Es muy impor- 
tante el hecho de que al mismo tiempo no dependemos de da toma 
del contorno exterior. Sí todos los puntos del contorno exterior están 
alejados del eje del orificio interior a una distancia mayor que 
entonces la configuración del contorno exterior podrá ser arbitri 





Sr 
$ 8 Sr 


Sr 


a 
) b 


Fig. 317. 


El cálculo de los cuerpos elásticos como los indicados, por ejemplo, 
en la figura 317, se reduce al esquema del cilindro de pared infínita- 
mente gruesa. 

La tensión equivalente es de acuerdo a la expresión (9.14), cuando 
b=00, 

0. =2p. 

Por lo tanto, si, por ejemplo, el límite de elasticidad del material 
es 6 000 kgt/cm, en el caso del cilindro de espesor infinitamente gran- 
de las deformaciones serán elásticas para presio inferiores a 
3 000 kgi/cm*. Más adelante hablaremos de las posibilidades que sur- 
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gen para garantizar la resistencia en el caso de presiones mayores 
aún. 

Cilindro solicitado por presión exterior. En este caso p¿=0, p¿=p. 
La expresión (9.10) será enconces, 


(ir). 


En la figura 318 están representados los diagramas de las tensior 
en el espesor del cilindro para este caso de solicitación. La tensión 








(Ele 





Prár 


Flg. 318, 


equivalento máxima ocurre en la superficie interior del cilindro. 
Cuando no existe la fuerza axial, 


0q=0,-0=0—(—pp2a). 


2 
Ma =P5ZA- 
Esta expresión coincide con la del caso de solicitación por presión 
interior. 
Si no existe el orificio interior, es decir, si a=0, entonces las ten- 
siones en el cilindro se distribuirán de manera uniforme, 


0,=0,==p. 






Ejemplo, 9.4, Calcular el diámetro exterior 25 del cilindro sometido a una 
Puesión interior de p-<500 atu sl el coofícionto de es igual a dos. El 
límito de fluencia del material es oyy=01c=5 000 kgt/cm*. El diámetro interior 


cada plltrins sos Es jados en la superf or del 
son los puntos situados en la su icie interior ci 
luéro, Por lab fórmulas (9.13) y (0.0) obtendremos, 


(00 
=p =p pr 





an 
=P 
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Puesto que 0y=01, 04=0,, ontonces 
Cad 
GNP Ae 


Tatroduciendo en esta expresión los yalores numéricos hallaremos, 


$ 62. Determinación de las tensiones 
en los tubos compuestos 


Hemos 'visto anteriormento que el aumento del espesor del tubo 
no puede, en todos los casos, garantizar la resistencia necesaria. Cuan- 
do ol espesor tionde al infinito d,¿=2p. 

Cuando en el tubo de paredes gruesas es necesario mantener una 
alta presión, por ejemplo, de 15.000 atm, resulta necesario que el 
límito de fluencia del material sea, por lo menos, dos veces superior, 


=12,9 em. 








es decir, 30 000 kgf/cm*. En la actualidad no existen materiales de 
tan alta resistencia. Es decir, para los recipientes de alta presión 
es necesario buscar otras soluciones constructivas nuevas. Una de 
ellas la constituye la creación de cilindros compuestos y unidos a 
presión. Este método se usa tanto en la técnica de altas presiones 
como en la artillería para consolidar los cañones de las piezas pesadas. 

Supongamos dos cilindros (fig. 319). Designamos por a ol radio 
interior del primer cilindro, y por c, el radio exterior. El radio in- 
torior del segundo cilindro es una magnitud Á menor que ol radio 
exterior del primer cilindro, es decir, e — A. El radio exterior del 
segundo cilindro es b. Si calentamos el segundo cilindro, aumentará 
así su radio interior resultando que el primer cilindro se podrá intro- 
ducir libremente en el segundo. Durante el enfriamiento entre los 
cilindros surgirá la presión de contacto pz. Calculemos esta presión. 

Durante el encaje el radio exterior del cilindro interior disminuye 
y los puntos del cilindro situados sobre la superficie de contacto re- 
cibirán un desplazamiento negativo u1. El radio interior del tubo 
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exterior aumentará y aparecerá aquí un desplazamiento positivo 
+u,. La suma pd deberá ser igual a la apretura A, 
u,—u,=4. (9.15) 


El desplazamiento u, se obtiene por la fórmula (9.12) suponiendo 
en ella p,=0, b,=P, y sustituyendo b y r por c. Así se obtiene, 
t— e xl 
a 
Por la misma fórmula (9.12) hallamos u,. Para ello suponemos 

Po=0, P¿=Pa Y 4=r=0: a 
—| 1 
la O Pr 
Suponemos que el módulo de elasticidad £ y el coeficiente de 


Poisson j1 son iguales para los dos cilindros. 
De acuerdo a la expresión (9.15) obtenemos, 








(9.46) 


Así pues, como resultado del ajuste, el cilindro interior queda someti- 
do a una presión exterior p, y el cilindro exterior, a una presión 





Fig. 320. 


interior igual a la. primera. El cuadro de la distribución de las tensio- 
nes en los cilindros unidos se da en la figura 319. 

Si se somete ahora el cilindro compuesto a una. presión interior, 
entonces las dos partes del cilindro trabajarán como:una sola, resul- 
tando que las tensiones que se originan, se determinarán por la fór- 
mula (9.13). Estas tensiones se sumarán algebraicamente con las 
tensiones originales debidas a la aprotura (fig. 320). En los puntos 
interiores, los más tensados, las tensiones de trabajo y las de la apre- 
tura son de signo contrario. Por lo tanto, la tensión total aquí dis- 
minuye. resultando que el cilindro compuesto-es capaz de resistir 
mayor presión que el tubo simple. Se debe tener en cuenta, sin em- 
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te como consecuencia de la apretura, en la zona de contacto, 
indro exterior, aumentan las tensiones. Por lo tanto la apre- 
tura A se debe escoger para la presión de trabajo dada p, do manera 
tal que so garantice la resistencia tanto del cilindro interior como del 
exterior. Es fácil plantear la condición de igualdad «de resistencia 
de los dos cilindros (fig. 320), 
Degas = Dogo 
Do acuerdo a la expresión (9.10) obtendremos: para el punto A, 
Mar 20 

== PALA RP) (87) 

y para el punto B, 
par Pe par 1 

At) + o (1) e 
Igualando estas dos expresiones, obtendremos 


a (patata): (9.48) 


Si introducimos aquí pa de la expresión (9.46) obtendremos la 
apretura A que garantiza la igualded do resistencia en ol caso 
do la presión de trabajo dada p, 


2 EJES 
Aa ¡IATA PZA) (9.19) 


Si eliminamos, por último, de la expresión (9.17) la presión do 
contacto pa (9.18) hallaremos, 


Pd 1 
e paraa 
pata 
El valor mínimo de esta magnitud corresponde a c=//ab: 
=p (9.20) 


Oe 0 — 





Las relaciones obtenidas se denomian condiciones de Gadolin, cientí- 
fico ruso que las obtuvo por primera vez. 

Comparando las expresiones (9.20) y (9,14) observamos que la 
apretura de los tubos conduce a una reducción substancial de la ten- 
sión equivalente. Analicemos, a manera de comparación, la relación 
entre las expresiones do 0, obtenidas por estas fórmulas, 


CA EY 
ES 


Si el radio interior a del cilindro es pequeño, entonces la apretura 
de los tubos, según las relaciones de Gadolin, conducirá a una reduc- 
ción de casi la mitad de la tensión equivalente. En el caso de tubos 
de paredes delgadas, ab, la apretura de los tubos no es electiva, 
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En la técnica de las grandes presiones se emplea, aparte de la 
apretura, el autozunchado que consiste en que el cilindro se someto 
previamente a una presión interior mayor que la presión de trabajo 
de tal manera que en las capas interiores del cilindro aparezcan de- 
formaciones plásticas. Después de retirar la carga en las capas exto- 
riores del cilindro se mantienen las tensiones elásticas de tracción 
y en las capas interiores aparecen tensiones de compresión (fig. 321). 

Al cargar después el cilindro con cierta presión, las tensiones 
residuales se suman con las de trabajo de tal manera que en las capas 
interiores ocurre una descarga par- 
cial. El material del cilindro no reci- do 
birá deformaciones plásticas siempre 
que la presión de trabajo no supere 
la presión de compresión inicial. 











Flg. 321. -Flg. 322, 


Ejemplo 9.2. Calcular los diámotros 2c y 25 y la magnitud de 
A para el cañón de dos capas, de diámetro interior 2. mm. La 
xima on el momento del disparo es paaxe=2 000 kgt/em. El material es acero. 
E==2.10% kgt/cm*. o =0; 000 kgf/cm*. El ficiente de seguridad no debe 
sor menor do dos. 

Por la fórmula (9.20) hallamos b, 


6.000. 
—=200, 
El radio intermedio e constituye la media geométrica entre a y d, 


e=Vab=0V 3. 
Los valores" numéricos de los diámetros som: 22=100 mm; 2%=300 mm; 
2e=473 mm. 
La expresión (9.19), una vez introducido en ella e= Y 25, será, 


a ¿Va 












Do aquí so obtiene la apretura 


Ejemplo 9.3, Una barra de acero está introducida a presión en un: 
de acero también (tig. 322). Determinar la fuerza que se debe aplicar 
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ona dirección axial para sacarlo de le plancha. So consideran dados: la clean 

4=0,03 mun, el diámetro de la barra D=60 mm, el espesor de 

=300 mm y el coeficiente de rozamiento entre la plancha y la ap 10,25. 
Prescindiendo de las particularidades relacionadas con: eo distribución no 

apro! 





uniforme de tura en el espesor de la losa consideramos que la fuerza quo 


se busca coincide con la fuerza de rozamiento, 
P=1panDh, 
siendo pa, la presión de contacto, que so obtiene por la fórmula (9.16), sl 
consideramos que 
PA a 
, E 
n=E5= 201020 000 kgf/cms. 
La fuerza que se busca sorá, 


P=0,25-1 0001-8:10=47 100 kgt. 


$ 63, Discos de espesor constante 
que giran a gran velocidad 


El problema de la determinación de las tensiones en un disco que 
gira a gran velocidad, como se dijo ya, se reduce al esquema de cál- 
culo ad cuerpo de revolución examinado anteriormente. 

Es bien conocido que cuando el número de rovoluciones es grande, 
las piezas como los discos de las turbinas do gas y de vapor, las muelas 
de rectificar y otras, pueden recibir deformaciones residuales aprecia- 
bles o destruirse. Esto conduce, como regla general, a averías gra- 
ves. Es por esto, que se plantean rigurosas exigencias a la resistencia 
de los discos que giran a gran velocidad. 

Veamos un disco que gira con velocidad angular constante w 

ideramos que el éspesor 
simple de determi- 
nar las tensiones en el disco consiste en aplicar el principio de D'Alem- 
bert, considerando como fuerzas exteriores las fuerzas de inercia dis- 
'tribuidas sobre el volumen del disco. La fuerza de inercia que actúa 
sobre el elemento del volumen hr dp dr (fig. 323) es igual al producto 


de la masa E hr do ar por la aceleración normal «tr, 
ap -» w*rdp dr, 





siendo y, el peso específico del material dol disco. La fuerza dP, 
según el principio de D'Alembert, se dirige en sentido contrario a la 
aceleración, es decir, desde el eje del disco. 

Volviendo a las ecuaciones obtenidas en el comienzo del capítulo, 
designamos, como hasta ahora, por u el desplazamiento radial, por 
o, y 04, las tensiones radial y circunforencial que surgen en el disco. 
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La tensión o, en este caso puede no considerarse puesto que no existen 
fuerzas axiales. 

Las ecuaciones (9.) y (9.2), obtenidas anteriormente, siguen 
aquí en vigor, mientras que la ecuación de equilibrio (9.3) debo sor 
precisada. Entre las fuerzas que actúan sobre el elemento debe in- 
cluirse la fuerza dP (tig. 324). Hallamos la suma de las proyecciones 
do todas las fuerzas sobre el radio 7 y la igualamos a cero, 


(0,-+ do,) (1 + dr) h dy—a,rh dp—oh dr dy + Fra dp dr =0, 


'ebteuienda, 
(om) —0=—L otr. (9.24) 





Las operaciones que siguen en 
nada se diferencian de las que 
se realizaron para el cilindro. Así 
llegamos, como en el caso anterior, 





Flg. 323, Flg. 324. 


a la ecuación (9.5), poro con otro segundo miembro, 
df1d 1—p? yo! 
¿ [gun] Ls 


Después de una doble integración, en lugar de la expresión (9.7), 
obtendremos, 


(9.22) 





Do la expresión (9.4), suponiendo a,=0, determinamos las tensiones 
radial y circunferencia, 


a Ea [cc 00] Er 
E 1] yo (9.23) 
aha [0 404014007] ¿a+ 





Pasomos ahora a las condiciones de borde. En el borde exterior 
del disco la tensión radial o, es igual a cero, o sen, 


Orts 








$63. Discos de espesor constante que giran a gran velocidad 


En el borde interior del disco las condiciones están menos determina- 
das. Generalmente el disco, de una u otra manera, se une al árbol. 
Si el disco y el árbol constituyen un todo (fig. 325, a) entonces el 
disco podrá ser prolongado hasta el eje y, prescindiondo de la acción 
soportadora del árbol, y ser considerado macizo como primera apro- 
ximación (fig. 325, b). En este caso el punto r=0 también pertenece al 
disco. Para que el desplazamiento u y las tensiones a, y 0, sean en el 





E 2 


Fig. 326. 





centro limitados es necesario que C,=0. Así pues, queda por determi- 
nar solamente la constante €, que se halla del la condición de igualdad 
a cero de la tensión o, en el borde exterior, 


CEE +) 290. 
Do aquí se obtiene, 





1—p yo? ¡a+ 
E 
La expresión (9.23) será entonces, me 


Er, 4 (re). 


En la figura 326 están representados los diagramas de las tensiones 
para este caso. 

Si el disco tiene un orificio de radio a en el centro y está unido 
débilmente al árbol (fig. 327), entonces se podrá considerar que en 
borde interior la tensión o, es también ígual a cero. Las constantes 
C+ y C, se determinarán en este caso de las condiciones siguientes, 
cuando “rob, 


=p [0,4 + 0.01 7] E +190=0, 
cuando r=a 


== [0,140,110 5) 2 6+m)2*=0. 
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De aqui se obtiene, 
+ 4 a, 
Co) 03 (8) aos, 


S 
N 
N 
Ñ 
y] 
KS 
N 
N 
N 





Las expresiones (9.23) serán en este caso, 
aa (bra), 
a +m) (0 e) A 


En la figura 327 se dan los diagramas do las tensiones co- 
rrespondientes a b=5a, 

¡s tensiones máximas en el disco ocurren siempre en la parte 
contral. Es por esto que los discos de las turbinas que giran a gran 
velocidad so hacen como regla general de espesor variable, de mayor 
espesor. en-el centro y de menos espesor en la periferia, 


Capítulo X 


PLACAS Y BOVEDAS 


$ 64. Particularidades fundamentales 
de placas y bóvedas 


La mayoría de los elementos de las estructuras de ingenioría 
que se somoten al cálculo se puedo reducir al esquema de cálculo de la 
barra o la bóveda. 








Se entiende por bóveda todo cuerpo que tiene una dimensión mucho 
menor que las otras dos. El lugar geométrico de los puntos equidistan- 
tes de las dos superficies de la bóveda so denomina superficie media. 
Si la superficie media de la bóveda es un plano, esta bóveda se deno- 
mina placa. Las placas se clasifican en función de la configuración 
del borde exterior. Las placas pueden ser circulares, rectangulares, 
trapezoidales, etc. Si la superficie media constituye parte de una es- 
fera, de un cono o de un cilindro, la bóveda se donomina entonces es- 
férica, cónica o cilíndrica respectivamente. La geometría de la 
bóveda se determina no sólo por la forma de la superficie media. Es 
necesario conocer también la ley de variación del espesor de la bóveda. 
Sin embargo, todas las bóvedas que se encuentran en la práctica tie- 
nen, como regla general, espesor constante. 

Se llaman bóvedas de revolución o simplemente bóvedas simétricas 
aquellas cuya superficio media es una superficie de revolución. 
Suponemos en adelante que la carga que actúa sobre esta bóveda 
también es simétrica respecto al eje. El cálculo de este tipo de bóvedas 
se simplifica considerablemente. Esto ocurre porque todas las fuerzas 
interiores en esta bóveda no varían a lo largo del arco de la circunfe- 
rencia y dependen solamente del radio variable o de la longitud de 
arco que se mide a lo largo de la generatriz del cuerpo de revolución. 
La distribución de las tensiones en las bóvedas que no son simétricas 
se obtiene de manera mucho más complicada. 

Al esquema de la bóveda de revolución se reduce el cálculo de 
muchas estructuras, calderas y recipientes, piezas de máquinas y 
dispositivos, comenzando por piezas lan pequeñas como la caja elásti- 
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ca de un variómetro” (fig. 328) de diámetro 40 mm y 0,2 mm de es- 
pesor y terminando por estructuras como la bóveda de un planetario 
representada en la figura 329. El esquema de la placa se encuentra en 





Flg. 328. 


los cálculos del fondo plano de un recipiente, de las paredes de diver- 
sos recipientes, de los diafragmas planos en las estructuras de los 
aviones y de otros muchos elementos. 





Flg. 329, 


Está claro, que el cálculo de la pared de un depósito o la caja elás- 
tica del variómetro no se puede realizar por los métodos que se apli- 
caron al esquema de la barra en los capítulos anteriores. 

El cálculo de las bóvedas de revolución se realiza con la máxima 
simplicidad cuando se puede considerar que las tensiones que surgen 
en la bóveda son constantes en el espesor y, por lo tanto, no hay fle 
xión de la bóveda. La teoría de las bóvedas que basa en esta suposición 
se denomina teoría membranal de las bóvedas. 


*) Dispositivo para la medición de la velocidad di 





ción del avión. 
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Si la bóveda no presenta cambios bruscos y no tiene empotramien- 
tos rígidos y si, al mismo tiempo, no sostiene cargas ni momentos 
concentrados, entonces se la puede calcular con éxito por la teoría 
membranal. Cuando existen las particularidades indicadas, en los 
lugares donde se fija la bóveda y en los lugares donde varía brusca- 
mente la configuración de la bóveda, aparecen grandes tensiones debi- 
das al efecto de la flexión. La solución de estos problemas por métodos 
más exactos, teniendo en consideración los momentos flectores, de- 
muestra que la zona de las tensiones elevadas, originadas por la flo- 
xión, es en la mayoría de los casos, muy limitada y, por lo tanto, en 
los lugares suficientemente lejanos de estas zonas especiales se pueden 
determinar las tensiones por la teoría membranal. determinación 
de las tensiones en las zonas indicadas requiere una investigación 
especial. Se debe, por último, indicar que cuanto menor es el espesor 
de la bóveda, tanto más exacta será la ley que supone que las tonsiones 
son constantes en el espesor de la bóveda y tanto más exactos serán 
los resultados de la teoría membranal. 

Lo expuesto se demuestra en el cálculo del recipiente cilíndrico 
que se realizó en el $ 61. Allíse demostró que, en el caso de un cilin- 
dro de paredes delgadas, la tensión circunferencial se puede considerar 
constante dentro del espesor. La tensión radial, en el caso de pequeño 
espesor, resultó ser despreciablemente pequeña en comparación con 
la tensión circunferencial, debido a que esta última resultó ser muy 
grande. 

Las cuestiones de la teoría general de las bóvedas salen fuera 
de los marcos del curso de resistencia de materiales y constituyen, en 
la actualidad, una parte independiente y bien desarrollada de la me- 
cánica. 

Comencemos por los problemas más simples de la teoría membra- 
nal. Después se analizarán problemas relacionados con las tensiones 
originadas por la flexión en los casos más simples de solicitación de 
placas y de cilindros de paredes delgadas. 





$ 65. Doterminación de las tensiones en las bóvedas 
simétricas por la teoría membranal 


Veamos una bóveda simétrica de espesor k (fig. 330). Designemos 
por p, el radio de curvatura del arco del meridiano de la superficie 
media” (fig. 330, a) y por p., el segundo radio,principal, es decir, el 
radio de curvatura de la sección normal perpendicular al arco del 
meridiano. Este radio es ígual al segmento de la normal entre la su- 
porficie media y el eje de simetría (fig. 330, a). P. y p, son, en el caso 
general, funciones del ángulo 6 entre la normal y el eje de simetría. 

Con dos pares de secciones meridionales y normales cónicas 
(ug. 330, b) separamos un elemento de la bóveda de dimensiones ds, 
y ds,, como el indicado en la figura 331. Consideramos que sobre las 
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caras del elemento actúan las tensiones 0, y 0, La primera de ellas 
so denominará tensión meridional. El vector de esta tensión se orienta 
según el arco del meridiano. La segunda tensión o, se denomina ten- 
sión circunferencial. Multiplicando las tensiones 0, y 0 por las áreas 





correspondientes de Jas caras del elemento se obtienen las fuerzas 
Op h ds, y-04h ds,, representadas en la figura 331. A este elemento se 
le aplica también la fuerza de la presión normal p ds, ds,. Proyectando 
todas las fuerzas sobre-la normal se obtiene, 
pds, ds, —G,h ds, do —0/h ds, dy =0. 

Como de 

=%, dote 

ee Pa” bs pe.” 

obtendremos definitivamente 


e. . 
dE (10.1) 
Esta relación se conoce como la ecuación de Laplace. 
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En el caso del elemento de la figura 311 se puede plantear también 
otra ecuación, proyectando todas las fuerzas sobre la dirección del 
eje de la bóveda, poros más conveniente plantearla, no para el ele- 
mento, sino para la parte de la bóveda 
separada por la sección cónica normal 
(fig. 332). 

Designando por P la fuerza resultante 
axial de las fuerzas exteriores hallare- 


mos, 
Op2nrh son0=P. (10.2) 


Do esta ecuación se obtiene la tensión mo- 
ridional 0. Así pues, según la teoría 
membranal, las tensiones 0, y 0, enla 
bóveda so determinan de las ecuaciones Fig. 392, 

de equilibrio. 

La tercera tensión principal constituida por la presión entro las 
'upone muy pequeña y se considera que el estado 
la es biaxial. En efecto, el valor máximo absoluto 
de la tensión radial es igual a lo presión normal p, mientras que O, 


y 0, según la ecuación de Laplace, son del orden de p%2 6 pi. 


Antes de pasar al análisis de ejemplos concretos de cálculo por la 
teoría membranal, demostremos los dos teoremas siguientes. 

Teorema 1. Si sobre cierta superficie actúa una presión unifor- 
memente distribuida, entonces, independientemente de la forma de la 
superficie, la proyección de la resultante de las fuerzas de presión sobre 
ol eje dado será igual al producto de la presión p por el ároa de la 
proyección de la superficie sobre el plano perpendicular al eje dado. 

Supongamos dada la superficie F' (fig. 333), sobre la cual actúa 
una presión uniformemente distribuida p. Determinar la proyección, 
sobre el eje z, de la resultante de lás fuerzas de presión. Esta proyec- 
ción P, será, 








'B, =]pcosqar, 


siendo q, el ángulo entre la normal a la superficie y el eje x. 
El área de la proyección del elemento dF sobre el plano X 
perpendicular al eje z será 
dF!=dPcosq 
y, por lo tanto, 


P.=pS4F =pF. 


Así pues, para determinar la proyección de la resultante de las 
fuerzas de presión sobre el eje x es necesario proyectar previamente la 
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superficie sobre el plano X y multiplicar después la presión por el 
árca de esta proyección. Esto es lo que se pretendía demostrar. 
Teorema 2. Si sobre cierta superficie actúa la presión do un líquido 
(fig. 334), entonces la componente vertical de las fuerzas de presión 
sorá igual al peso del líquido en el volumen situado sobre la superficie. 








Fig. 884, 

La componente vertical de las fuerzas de presión para el área 
dF es, de acuerdo al primer teorema, igual al producto de la presión 
que actúa sobre este área por la proyección del área sobre la super- 





ficie del. líquido, es decir, es p dF". Como p=yz, siendo y, el peso 
específico del líquido, la fuerza vertical que actúa sobre el área df 
será yadF". 
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Pero zdP” es el volumen del prisma elemental situado sobre el 
área dF. Por lo tanto, la fuerza que se busca será igual al peso del 
líquido en el volumen situado sobre la superficie F. 

Aclarando este resultado, se debe indicar que la fuerza obtenida 
no depende de la forma del recipiente que contiene el líquido. Así, 
por ejemplo, en todos los tres casos representados en la figura 335 
la fuerza que actúa sobre el fondo del recipiente será la misma e igual 
al peso del líquido en el volumen del cilindro ABCD situado sobre el 
fondo. 


1 £ B 1 
1 
! 
J 





Bb 14 
1 1 
1 1 
! 1 
1 r 
1 1 
4, 1 
A D 





Fig. 395. 
Veamos algunos ejemplos do determinación de las tensiones en los 
recipientes de paredes delgadas. 


Ejemplo 10.1. La bóveda esférica de radio R y de espesor h so somoto 
presión interior p (fig. 336, a). Doterminar las tensiones que surgen e 


ES q 
NA dl 


una 


bó- 








En la bóvoda esférica p=py=R. De la condición de simotría completa sa 
juco, 
On =0 


Por la ecuación de Laplace (10.4) se obtieno, 


pe 
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El estado tensional resulta biaxial (fig. 336, 0), 


sra 


La tensión mínima gs se considera igual a cero. De acuerdo con la teoría de 
Mohr, independientemente del valor de k, resulta, 


0. =0—koy= pd (10.3) 


Ejemplo 10.2, El rocipiento cilíndrico (ig. 337, 0) so someto a la presión 
interior p. El radio del cilindro es R, su espesor h. Determinar las tensiones, 





Flg. 337. 


Separamos por una sección tránsversal una parte del cilindro (lig. 397,5 
Pe cr rn grin cor id IÓ 


On2nRh em Po 


La componente axial do las fuerzas de presión, independientomento de 
la forma dol fondo, según el primer teorema os P=stR*p. Así. pues, 


e. 
En ol caso dol cilindro pa==>, pi=A y, por lo tanto, de la ecuación de 
Laplace (10.1) se obtiene EA 


a, 
es decir, que la tensión olrounterencial resulta ser dos veces mayor que la 
moridion: 
El elemento ABCD, separado do la bóveda cilíndrica so encuentra en el 
estado tensiona) biaxial (fig. 397, e), 
9, =04, 4 =07, 0=0. 
La tensión equivalente será, 


'R 
==. (10.4) 


Como vemos, en el caso del cilindro, la tensión equivalonte resulta sor dos 
veces mayor que en el caso de la bóveda esférica del mismo radio y del mismo. 
espesor. 

[Elemplo 10.3. El ecipientosemiestérico do radio R y do espesor h (ig. 388, a) 
contiene un líquido de peso específico y. Determinar las tensiones en el reci 
piente y construir los di: a de a, Y po Y O 

Con una sección cónica normal Angulo de en el vértice, separamos la 
parto inferior de la bóveda eslérica (ig. 388, 5) y planteamos lo ecuación de 
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equilibrio (40.2), siendo-P, la resultante de la fuorzs de la presión del líquido. 
Según el lo teorema la fuerza 7 es ¿qual al peso de líquido en el volumen 
situado sobre la parte seporad 

:d tevducimos ol ángulo auxiliar y y determinamos el volumen ABCED 
dig. » 





” 
v=[2aR*sen y cost dp 
E 


== HR? (1008 q). 





Flg. 338, 
Así pues, obtenemos, 


P + AROy (1— cos? q), 
pe Ice 
ESO 
Recurrimos ahora a la ecuación de Laplace (10.1) 


ZA 
¿lt 


Introduciendo O obtendremos de ella, 
. Já 
at [seso Ez]: (10.8) 


Según las expresiones (103) y (1DS), comvtralmos los diegramos do Sa 

tá des en en da lgura ss. Como vemos, las lesiones a 
dor 00 *l Pinto superior 0, 8% 
A 






(10.5) 





0 =0, —k0y=09 
y allí donde 0. y o; son de signo diferente, 
0209, 0=0, 0,=0p, 027 =00 01. 


El diagrama de la tensión equivalento es, como vemos, quebrado 
sn al ruoro dead sap varía deaizno! La taslos baul vals 68 coplniS 


sorá, 
a +eh 





siondo como siempre 


318 Cap. X. Placas y bóvedas 









zona de apoyo es, claro está, de tracción. 
equitibrio del elemento separado (fig. 340) 








resultará posible solamente cuando la tensión circunferencial a; es de compre- 
sión. Si ol reciplonte estuviose apoyado en su parto inferior, entonces no ocurri- 
ría este fenómeno que en el borde superior 0,, sería igual 

La aparición de las tensiones do compresión o; cuando actún 
torior es propia no sólo del recipiento esférico. Por ejemplo, en el tanque cilín- 
drico lleno de liquido (fig. 341), enla zona donde se uno la parte cilíndrica con 











Flg. 340. Flg. 341. 


el fondo, también pueden surgir, on determinadas condiciones, tensiones de 
compresión. Para que la bóveda no plerda la estabilidad es necsariorufrzarla 
en' esta lugar. 

Ejemplo 10.4. Determinar las tensiones on el neumático en forma de toro 
sometido a la presión interior p. Las dimensiones del balón están dadas eo la 





figura 342, 
Separamos secciones normales a la superficie una de la bóvoda 
toroidal (tig. ERA y planteamos, para ella, la ecuación de equilibrio, obte- 
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niendo 

Omish (a+ R sen q) sen p=pa [(a+ sen pat), 
PR 2a-+R seng 
Da FR Np 


De la ecuación de Laplace (10.1) para 





a+ Rseng 


DR, 





se obtiene, introduciendo los valores de Py. Pi Y Os 
PR 


at. 
La tensión máxime o, surge en los puntos interiores de la bóveda torol- 


dal, cuando p=— 





Como las tensiones 07% y oy tienen el mismo signo, 


O AR 107 


En el caso particular, cuando a=0 el toro se convierte en una esfera y, 

lo tanto, a expresión (10.7) oiocidirá con la expresión (40.3 obtonido para a 
toro se convierte en un cilfadro y entogces la expresión 

07 con la expresión (10.4), Cuando a=R el perímetro del radio 

interior se hace igual a cero y, por lo tanto, 02 
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$ 66. Flexión de placas circulares sometidas 
a cargas simétricas 


Anteriormente analizamos la tracción de una bóveda sin relacio- 
narla con la flexión. Veamos ahora el caso de flexión sin considerar 
la tracción. Lo más cómodo es analizar este problema en el caso de la 
flexión de una placa. 

La teoría de la flexión de las placas es una parte bien desarrollada 
de la teoría aplicada de la elasticidad. Nos limitaremos a los proble- 
mas más simples. 

Bajo la acción de las fuerzas exteriores, que actúan perpendicular- 
mente al plano medio, la placa varía su curvatura. Ésa variación 





e 


Fig. 343, 


de la curvatura ocurre, como regla general, en dos planos simultá- 
neamente y, como resultado, se obtiene la así denominada superficie 
elástica de curvatura poqueña, cuya forma se caracteriza por la ley 
de variación de las flechas w de la placa, En los cálculos de las placas 
se considora que la flecha tv es considerablemente menor que el espesor 
h do la placa. Solamente admitiendo esta suposición se puedo estudiar 
la floxión de la placa independientemente de la tracción. Las placas 
que cumplen esta condición se denominan, a veces, placas finas. 

Al calcular las vigas, de hecho, so admitía también una suposición 
análoga. Por ejemplo, en el caso de la viga empotrada en sus extromos, 
quo trabaja a flexión (fig. 343) la línea elástica de la viga resulta 
mayor que el eje de la viga sin deformar. Los alargamientos que, como 
consecuencia de esto, resultan se ignoran en comparación con los 
alargamientos debidos a la curvatura de la viga. Solamente cuando las 
flechas do la viga son pequeñas en comparación con la altura de la 
sección se puede prescindir del alargamento del ejo. 

Las placas, cuyas flechas son comparables con el espesor, se cal- 
culan, teniendo en cuenta el alargamiento de la superficie media. 

La teoría de la flexión de las placas y bóvedas se basa sobre ciertas 
“suposiciones simplificativas. La primera de ellas consiste en que se 
considera invariable la normal. Esta suposición se conoce como hipóte- 
sis de Ktrchhoff y consiste en que los puntos-situados antes do la 
deformación sobre cierta recta normal a la superficie media, siguen 
formando, después de la deformación, una recta normal a la superfi- 
cie deformada. Esta suposición, como también la hipótesis de las 
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secciones planas de la barra, indican que se puede prescindir de las 
deformaciones angulares de las bóvedas en comparación con los 
desplazamientos angulares. Esto es aceptable en la medida en que el 
espesor de la placa es pequeño en comparación con las otras dimensio- 
nes. 

Consideraremos en adelante, que las tensiones normales en las sec- 
ciones paralelas al plano medio son despreciablemente poqueñ 
en comparación con las tensiones originadas por la flexión, es decir, 
que no oxiste presión alguna entre las capas de la placa. Suposición 
análoga se admitió an! mente, al deducir las fórmulas de la fle- 
xión transversal de la barra y al estudiar el estado tensional de las bó- 
vedas por la teoría membranal. 











Pasemos ahora a determinar las tensiones en las placas circulares. 
Veamos una placa de espesor constante h, solicitada por fuerzas situa- 
das simétricamente con respecto al eje z de la placa (fig. 344). Las 
deformaciones, los desplazamientos y las tensiones que aparecen en 
la placa serán también simétricos respecto al eje z. 

La flecha de la placa se designa por w y el ángulo de giro de la 
normal, porú (fig. 345). Las magnitudes w y 0 son funciones dol radio 
r solamente y están relacionadas entre sí por la expresión obvia, 


q E (10.8) 









El signo negativo se escoge de acuerdo al esquema do la flecha 
dado en la figura 345. Cuando disminuye la flecha w, el ángulo Y 
aumenta. El signo no tiene especial importancia por depender sola- 
mento de la dirección en que se mriden las flechas w. 

En la figura 346 está representada una sección axial de la placa. 
Los puntos situados sobre la normal 41B,, después de la flexión 
de la placa, forman la normal 4;8; girada un ángulo 0. La normal 
A,B, girará el ángulo 0+d0. 

Él segmento CD situado a la distancia z del plano medio, y orien- 
tado radialmente recibe el alargamiento siguiente, 


¿(0 +d0)—210=zd0. 


nm 
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El alargamiento unitario será 
e=:2. (10.9) 


El alargamiento unitario en el punto C en la dirección perpendi- 
cular al plano dol dibujo se puede obtener, comparando las longitudes 
de las circunferencia correspondientes, antes y después de la defor- 
mación. Antes de la deformación de la placa, la longitud de la cir- 
cunferencia que pasa por el punto C era 2ar, mientras que después 








de la deformación, será 2x (r+-20). Por lo tanto, el alargamiento uni- 
tario circunferencial será, 


e=22, (40.10) 


Separamos, mediante dos secciones axiales que forman un ángulo 
dy y dos superficies cilíndricas de radios r y r-+dr (fig. 344) el 
prisma elemental do la placa indicado en la figura 347. Como en las 
secciones paralelas al plano medio no existen tensiones normales, 
los alargamientos y las tensiones estarán unidos por la ley de Hooke 
en la forma siguiente, 


1 
e,=(0,—10), 


1 
€ => (0, —H0,). 
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Expresando las tensiones por las deformaciones, obtendremos 


ss ai 
9, =p (0, + Hen), (10.44) 
0 Tr (e e) 
o, de acuerdo a los expresiones (10.9) y (10.10), 
Er de 0 
a =] dl ATEN 
rd 


Sobre las caras del prisma (fig. 347) pueden actuar no solamente 
tensiones normales, sino también tensiones tangenciales. De la con- 





pueden aparecer solamente en los planos perpendiculares al radio r 
y que se orienta verticalmente. 

Veamos ahora las condiciones de equilibrio del prisma separado, 
Para ello, hallamos primero las resultantes de las fuerzas que actúan 
sobre las caras del elemento. Las tensiones tangenciales en la cara 
A,B¡A,B, (fig. 347) originan una fuerza resultante cortante dirigida 
según el eje z. La intensidad de esta fuerza, es decir, la magnitud do 
la fuerza que so refiere a la unidad de longitud del arco rdy se designa 
por Q kgf/cm. La fuerza cortante en la cara A,B,4 ¡B, será Qrdg y la 
fuerza cortante en la cara A,B,4,B.. (Q+d0) (r+dr) de (fig. 348). 

Como las tensiones en las capas superiores e inferiores son iguales, 
pero de signo opuesto (fórmulas 10.12), serán nulas las fuerzas norma- 
les sobre las caras del elemento. Las tensiones normales 0, y 0, que 
actúan sobre las caras correspondientes se reducen a momentos resul- 
tantes en los planos verticales. 

La intensidad de los momentos sobre las caras 4,8B,4,B, y 
A,B,A,B,, es decir, las magnitudes de los momentos referidos a la 


me 
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unidad de longitud de la sección se designan por M, y M, kgf cm/cm 
respectivamente. Las magnitudes M, y M,, para mayor comodidad, 
se denominarán en adelante simplemente momentos y Q, fuerza cor- 
tanto. 

Conociendo las tensiones o, y 0, determinamos los momentos re- 
sultantes sobre las caras como sigue, 


+1a <a 
Mr dp=r dp S, 0,2 dz, Midr=de | 02 dz, 
aA 


An 
De acuerdo a la expresión (10.12) obtendremos, 


Mt + nie de Mita (Lg) Ye de, 


Teniendo en cuenta que 


“y 
S “dt 
se deduco, E 
do La 
M=D(L4p2), 
Pro (40.43) 
MD (FAnz 
siendo 


En 
Dm (10.14) 


Este magnitud se denomina rígídez de la placa (o de la bóveda) la 
oxión. 

Entro las fuerzas aplicadas al elemento (fig. 348) so incluye tam- 
bién la fuerza exterior pr dp dr, siendo p la presión en kgf/em* que 
puede variar en función del radio r. Proyectando todas las fuerzas que 
actúan sobre el elemento (fig. 348) sobre el eje de simetría obtendre- 


mos, 
(0 +dQ) (r + dr) dp —Qr dp— pr dq dr =0, 
de donde se halla, 





pr=(0r). (10 45) 


Plantesmos ahora la suma de los momentos de todas las fuerzas 
respecto al eje y, tangente al arco del círculo de radio r en el 
plano medio, 


(44, +dM,) (r + dr) dg—M, rdp— pr dr dy E — 
—M, dr dy +(Q +40) (r +dr) de dr=0, 
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o, prescindiendo de las magnitudes de orden suporior y pasando 
al límite, 
M —¿ (Mr) =0Qr (40.46) 





Las ecuaciones de equilibrio restantes se satisfacen automática- 
mente debido a las condiciones de simetría. 
Introduciendo M, y M, de-las expresiones (10.13) en la expresión 
(10.16) y suponiendo que la rigidez D es constante resulta, 
de de 
Pinta 
de donde se obtiene, 
¿ [+70] =-2. (10.47) 


Esta última transformación se comprueba fácilmente derivando 


la última expresión. 
Después de una doble integración de la expresión (10.17) ha- 











Mamos, 

a=cr+ 25 [75047] ar, (40.18) 
siendo €, y C,, las constantes arbitra. de integración que se deben 
determinar de las condiciones do borde, on cada Caso concreto. 





La fuerza cortante Q se puede obtener de la ecuación de equilibrio 
(10.45), poro esto resulta mucho más cómodo, analizando las condi» 
ciones de equilibrio de la parte central de la placa que se obtiene por 
la sección cilíndrica de radio r. Este método de determinación de la 
fuerza cortante se ilustrará en los ejemplos que más abajo siguen. 

Una vez obtenida la función 0 (10.18), hallamos, de la exprosión 
(10.13), los momentos flectores M, y M, y de la expresión (10.8), 
la flecha w. Conociendo los momentos flectores es fácil obtener las 
tensiones. Comparando (10.12) con (10.13) se demuestra que 


Es My. Es My 
id a pr 
e introduciendo aquí la expresión de D (10.14) obtenemos, 


12M, 12M, 
0 Dta 0 ita. 





Las máximas tensiones surgen cuando ¿==+3 y, por lo tanto, 


a e o E, (40.19) 
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A 67. Cálculo de las tensiones y los desplazamientos 
on las placas circulares 


Analicemos en algunos ejemplos el orden de aplicación de las fór- 
mulas obtenidas. 


Ejemplo 10.5. Determinar las flechas y los tensiones on la placa solicitada 

una carga uniformemente distribuida p, en los dos casos siguientes de apoyo 
Son placa" a) placa empotrada en su contorno y b) placa apoyada libremente on 
su contorno (fig. 349). El radio de la placa es R y su espesor h. 

Comenzamos la solución del problema por la determinación de la fuerza cor- 
tante Q. En la parto central de la placa de radio r (fig. 349), independientemen- 


2 A 








to dol tipo de apoyo en el contorno exterior, la ocuación de equilibrio nos da, 


Q-2mr= part 
o sen, 


0. 
De la expresión (10.18) después de una doble integración se obtieno, 
A 


Tanto en ol caso a) como en el caso b) el ángulo de giro 0 en el centro do 
IA placa (cuando r==0) es igual a cero. Esto puedo ocurrir solamente cuando 
J 


0. Así pues, 
0=Cr E (10.20) 
Vonmos ala do los dos tipos de apoyo. 
o it o E 
o Df 
Do acuerdo a la expresión (10.13) resulta, 
Mm ERA (34), ) 


Mi E) (8. t0an 
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De la expresión (10.8) obtenemos, 
1 e 
»=fp[c, 3 +2] 6 
donde C, se obtiene de la condición de que el desplazamiento w en el contorno 
es iguala cero. Así, 
CR 
e Gi (40,22) 
y 


Como vemos, la placa se flexiona sogún una superficie de cuarto ordon. 

“ol segundo caso do apoyo de la placa son nulas las tensiones radiales 
y, fo,el momento M1) gn el contormo, Bor lo tanto, de acuerdo a lá primera 
de las expresiones (16. 


de  y0 
Gi 


Do esta ecuación se obtieno la constante C,. La ecuación (10.20) nos dará en 
este caso, 


+ (05) ==, 
de donde hallamos, 
pa ay pe [at 
e a ] 


De acuerdo a las expresiones (10.13) sa determinan los momentos flectoros, 





ln OB , 
Y + 
Mi 3 (een). 
La expresión de los desolazamientos es la siguiente, 
e E AER A 
dolo) 


Lo constanto C, so determina, de nuevo, de Lal manera que sea nulo ol despla- 
zamiento w en el contorno, 


(10.23) 


de donde se obtiene, 
LEE 
TEA 
De acuerdo a las expresiones (10.24) y (10.23) se construyen los diagramas de 
los momentos representados en la figura 350. 

Cuando el contorno de a “está empotrado, las tensiones de tracción 


Enbrjces aperrcsn en La soperlici sperir, corea del contorno. De acuerdo a 


o p[ (10.24) 





€ [ 
am EEE a RE, 


SD 0=0. 
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La tensión equivalente será, 
0=0—ko, 





Cuando el contorno se apoya libremente, las tensiones máximas de tracción 
aparecen en el centro, en Ía superficie inferior de la placa. Aquí, 


3 16 
ae 0 m0, 


0003 (84m) 85. 


PR 
y AI. 
Zen LN 












3073 PR 


al 


2110 





Fig. 950. 


Do acuerdo a las expresiones (10.22) y (10.24), las flechas máximas para 
los casos primero y segundo serán, 


» =p: 


54 qu pRt 
TF 84D 


b) có = 





10.6. Determinar las tensiones y las flechas en el muel 





Jaro está, so reduce al esquema de cálculo de la pla 
fuerzas distribuidas P (fig. 351, 0). El asiento di 
so determina por la flecha de waa sola placa, multiplicándola por 1. 
el númoro do placas en el muelle, 
Hallemos primero la fuerza cortante Q. De la condición do equilibrio de 
la parto central do lo placa (fig. 35%, c) se obtieno, 


0-27 =P; => 





Do la ecuación (10.18) hallamos, 


ocr+%— Er (tmr— 7) 


riendo el valor de la constante C, escribimos esta expresión en la forma 
siguionto, ds 


ab" 
Las constantes € y C, se determinan de las condiciones de que el momento 


(10.25) 








o=cirp ía Es (1026) 
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flector radial, 2 $ 
m0 (P+n?) 
sea igual a cero cuando r=a y r=5. Ésto mos proporciona dos ecuaciones, 


Ea = 5. 


0-0 Epa +1] 





de la que se obtiene, 
. PL 
a d+], 


Co E e) 102. 


Introducimos ahora 0, C; y C, ey las expresiones de los momentos (10,13)» 
obteniendo 








Ñ A 
a AE (-5)m4-a +) ln 


£ e 3 b 
ml + (+2) 10214 +1]. 
camas de los momentos están represontados en la figura 352. La lon- 
sión máxima surge en el borde interior, donde 


supo 
q —_—ÉÁ. 





ue 2 [2 » 
a to +]. 
Integrando la función 0 (10.26) obtenemos, de acuerdo a (10.8), 
ad E ¿q £ 1 
iS O m4 (mi). 
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Calculamos después C, de la condición de que, cuando r=9, ol desplaza- 
miento w sea igual a cero. Entonces, 


ect [rn ot 2]. 
Suponiendo r=4 e introduciendo Cj y C, doterminamos la flecha de una 
ca, 
PO [13+p 14 pa Daños 
eo]. 
Esta magnitud, para ol muello en cuestión, deberá ser multiplicada por a, 











Flg. 353. 


Ejemplo 10.7. Determinar la flecha y las tensiones máximas on la placa 
solicitada por una fuerza concentrada en ji contro (fig. 353). 


Como en el ejemplo anterior, Q=377. Por lo tauto, la expresión (10.26) 
siguo en vigor. Escribámosla de nuovo, 





oc A Erin dp. 
Eo ol centro (cuando r=0), el ángulo 0=0. Por lo tanto, como lim r Inq=0. 
12. 


la constanto C¿=0. La magnitud C; se determina de manera tal que la función 
0 sos igual a cero, cuando r=R. Do aquí se deduce que C;=0 y, por lo tanto 


Pp R 

=D ela e 

Los momentos flectores son, de acuerdo a las expresiones (10.13), 
muro], A A .). 


Ea la figura 353 están representados los diagramas construidos de acuerdo 
4 estas lórmulas, Como vemos, en el centro-de la placa, los momentos flectores 
son infinitos. lo que es debido a que aquí también es infinita la fuerza cortante Q. 
En el centro, como se dice, existo una singularidad no elíminable. En las cow: 
diciones reales no existen fuerzas aplicados en un punto, esto no es más que un 
esquema, La fuerza so aplica sobre una superficie pequeña (fig. 354) de cuya 
magnitud dopende que las tensiones sean mayores o menores 
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La flecha enel contro de la placa, cuando actún la fuerza concentrada, tiene 
una nita, sin que la ¡esquematización de las con 
Siñicacido de las Fascras condor sera coiadiccients, 


e=c— gp (o 14) 


Como cuando r=R la flecha w=0, obtendremos, 








pre 
ab 
de donde so deduce que, 
P 
“=D (7 








R 
(Red)? ln, 4]. 





qero lado 
Flp. 395. 
En el centro, 
Pr 
tax =D> 


Ejemplo 10.8. Construir el diagrama de los momentos (lectores pa 
laca maciza empotrada en el borde A por la fuerza P distribui 
clrconferencie de, radio « (ig. 








Como en ol centro $,=0 podomos considerar que Cy, 
%= 





En ol segundo ramo, 
e 

Aquí se puede tomar directamente la expresión (10.26) de 0 del ejemplo 10.5, 

(10.28) 





d=cy + Egrtnz. 
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Las constantes do integración C,, € y C, se determinan ahora de las con- 
diciones de contacto de los dos tramos, Cuando r=a obtenemos 9,=0, y M/= 
2 Ma es decir, los óngulos de gro y los momentos lectores en la línoa de con- 
tacto de los tramos deberán ser i E 

La condición do igualidad de los momentos se escribe así, 


(Horno), (Zi), > 
y como 0,=0,, se obtiene, 


(E: 


La torcora condición será, claro está, la siguiente: para r==5 el ángulo de 
giro 0,=0. Así pues, so obtienen tres ocuaciones, 


se € 6 Os 2 Oo, BO de 
Caca, CCA. + a ln 0, 
de las que ss obtiene, 





En ol primer tramo, tramo central, de la placa los momentos flectores son, 
de acuerdo a las expresiones (10.13) y (10.27), las siguientes, 


MM 2441) (124 
En el segundo tramo, teniendo en cuenta la expresión (10.28) de 0, se obtiene, 
P dD,te a 
Mi [o (10 ++ A) ra]. 


ME [0 (1045) ma 








Así pues, 
dificultades de principio. Sin embargo aquí. on la mayoria de los casos! posulta 
necesario realizar cálculos bastante laboriosos. Para evitarlo, se puedo plantear 


El 
que pl cálculo de placas circulares simétricas. Esto ocurre, apto todo, porque 
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tongulae (lig. 350), en calidad de argumentos se cligen generalmente las magni- 
tudes x e y correspondientes al sistema de coordenadas cartesianas. La ecuación 
diferencial de la placa no circular es uña ecusción en derivadas” parciales y oe 
resuelve, generalmente, mediante series. Sin detenernos en este problema, 
ponete expondremos mi algunos resultados de- 

linitivos do la teoría de las placas rectangula- y 

ros, 





Cuando la placa se apoya libremente sobre los 
cuatro lados y se someto a una carga uniformomen- 
do distribuida p, la flecha máximo surge en el pun: 
to de coordenadas =y=0 (fig. 356), 


. D 
Ln =0 Es di 
siendo a, ol lado monor de la placa ya, el coeficien- 


to quo deponde de la relación 2. 


Los momentos flectores My M, méximos, 
reloridos a la unidad de longitud de” la sección Flg. 356. 
ocurren 6n este mismo punto y son, 





MPA pad, MEA po, 


Los coeficientes a, f y y para algunos valoros de 2 y para 4==0,3 están dados en 
la tabla 7, 





En ol caso de la placa empotrada en los cuatro lados, la flecha máxima ocurrirá, 
como en el caso anterior, en el centro de la placa, 


pas 





a 


El momento flector máximo surge en los centros de los lados mayores, es de- 
cár, cuando 2=+ 3 e y=0, 


MPA =Pypas, 


Los coofiolentes cx y Bj, para ciertos valores de 2 y para u=0,3 vieacn da- 
des en la tabla 8. 
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0,0240 
0,0757 


Más detalles sobre el cálculo de placas rectangulares y de otros tipos se pueden 
encontrar en el libro de Galiorkin B. G.* 


$ 69, Flexión de la bóveda cilíndrica solicitada 
simétricamente 


Anteriormente se analizaron los casos de tracción de las bóvedas 
sin considerar la flexión (teoría membrana!) y de flexión do las placas, 
sin tener en cuenta la tracción. Veamos ahora el caso algo más general 
cuando en las secciones de la bóveda aparecen momentos flectores y 
fuerzas normales. 

Analicemos el cálculo de las tensiones en un cilindro de paredes 
delgadas solicitado simétricamente. Este problema se resuelve sobro 





Flg. 368, 


la base de las mismas suposiciones que se admitieron, al calcular la 
flexión de las placas, es decir, que se admite la hipótesis sobre la in- 
variabilidad de la normal y sé supone que las capas do la bóveda no 
presionan unas sobre las Otras. 

El cilindro circular de paredes delgadas de radio R y de espesor h 
constante sé somete a cierta carga simétrica respecto al eje (fig. 357). 
Las deformaciones y las tensiones que surgen en la bóveda también 
son, claro está, simétricas respecto al mismo eje y por lo tanto el - 
cilindro deformado constituye un cuerpo de revolución. La forma 
de este cuerpo se determina por la generatriz flexionada del cilindro. 


*) B. G. Galiorkin, Placas delgadas elásticas, Gosstrolizdat, 1933, ed. rusa. 
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Designemos por w el desplazamiento radial y por $ el ángulo de 
inclinación de la tangente a la generatriz de la superficie media del 
cilindro (fig. 358). Está claro que, 


de 
Z=0. (10.29) 


El desplazamiento wse mide hacia 
afuera del eje del cilindro. 


EN 





Flg. 359. Flo. 360. 


El alargamiento unitario e, del segmento AB (fig. 350) situado a 
la distancia z de la superficie media se obtiene como la suma de dos 
componentes: del alargamiento e, de la superficio media y del alar- 
gamiento originado por la curvatura de la goneratriz del cilindro. Est 


último es <<). El alargamiento completo de la capa AB será, 





e +ti. (10.30) 
El alargamiento en la dirección circunferencial es, 
.=7- (10.31) 


A estos alargamientos les corresponden las tensiones a, y 4, rela- 
cionadas con aquéllos por la ley de Hooke, 


=p Ente cbne) 0 =p Ele, tHe). 
o de acuerdo a las expresiones (10 30) y (10.31), 
E we de 
altre 2]. ] 


E de 
== [ue.+ Fu) 
En las secciones del cilindro (tanto axiales como transversales) 
surgen momentos flectores y fuerzás normales que se determinan 
por las tensiones 0, y o, de manora análoga a como se determinaron 
en el caso de la placa circular. 


(10 32) 


336 Cap. X. Placas y bóvedas 





Veamos un elemento de la bóveda cilíndrica de dimensiones dz, 
dy (tig. 360). Las fuerzas normales en los planos Ady y hdr, referidos 
a la unidad de longitud del arco de la sección, serán, 

+2 au. 
T,= f ojal, T,= $ ay de l£l. 
-ln Ma 
Calculemos los momentos flectores en las mismas secciones, 





Flg. 361. 


Teniendo en cuenta las expresiones (10.29) y (10.30) determinamos 
las fuerzas 7, y T, y los momentos M, y M, en función del 
desplazamiento 10, 


El 
Pale +nz), (Gt nto), 110.33) 
M =D HZ, My="D Ez, (10.34) 


siendo como hasta aquí, 
Deje 
STA" 
Veamos ahora las ecuaciones de equilibrio. Volvemos de nuevo al 
elemento de la bóveda cilíndrica de dimensiones h, dz, dy y aplicamos 
9 sus caras las fuerzas y momentos resultantes que son iguales a 


7,» T,, M, y M, multiplicados por dy y dz respectivamente (fig. 361). 
Aparte de los guatro factores de fuerza citados aplicamos también 
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la fuerza cortante Q dy. Las fuerzas exteriores se caracterizan por Ja 
presión p=p (2). 

Al pasar de la cara de coordenadas z a la de coordenada z-Hdz, las 
fuerzas reciben los incrementos correspondientes. En las secciones 
axiales, debido a la simetría, permanecen constantes los factores de 
fuerza. 

Proyectando las fuerzas sobre el eje del cilindro, obtendromos. 

dT,=0, T,=0const. 
Esto demuestra que la fuerza axial so determina por las condiciones 
de solicitación del cilindro en los extremos. Consideraremos en adelan- 
te que estas condiciones están dadas y que la fuerza 7, es conocida. 

Proyectando las fuerzas sobre la dirección del radio, obtendremos 
la segunda ecuación de equilibrio, 


Td: —d0 dy + pdz dy=0, 


T, 
Lor (10.35) 

Obtenemos, por último, la tercera ecuación de equilibrio, igua- 
lando a cero la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto al 
eje tangente al arco de la sección normal (en el dibujo es el eje y), 


Q dydz=dM, dy, 





de donde hallamos, 
o (40.36) 


El resto de las ecuaciones de equilibrio, debido a la simetría, 
se satisface automáticamente para valores cualesquiera de los esfuer- 
zos activos. 

Transformemos ahora las ecuaciones obtenidas. De las ecuaciones 
(10.33) excluimos e, y de las ecuaciones (10.35) y (10.36), la fuerza 
cortante Q. Así obtendremos, 


Ty =Fo+pTo 


PM, Ty (10.87) 
CAE 
Excluimos de estas ecuaciones 7, y resulta, 


dM, Eh 
== — E Te 
Recurriendo, por último, a la primera de las expresiones (10.34) 
y excluyendo el momento flector M,, se obtiene una ecuación con 
una incógnita que es el desplazamiento w, 


dee Tr, 
PS (10.38) 
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siendo 
(10.39) 


Como vemos el problema e cuestión se reduce a la ecuación dife- 
rencia! (10.38) que coincide con la ecuación (4.24) que fue obtonida 
en el caso de la flexión de la viga sobre base elástica (5 33). La seme- 
janza de estos problemas no da lugar a dudas. La bóveda cilíndrica 
puede interpretarse como un conjunto de franjas que se flexionan 
conjuntamente y que están unidas entre sí por fuerzas elásticas 
(fig. 362). Cuando la solicitación es simétrica, todas las franjas se 








floxionan de igual manera y la componente radial de las fuerzas 
T, en cada sección resulta, como en el caso de la viga flotante, pro- 
porcional a la flecha local w. 

Una vez resuelta la ecuación (10.38) y después de obtener 1, 
por la ecuación (10.34) so determinan los momentos M, y M,, do la 
ecuación (10.37) se determina 7, y de la ecuación (10.36) se puede ob- 
tener la fuerza cortante, 


0=0Z (10.40) 
Las tensiones máximas se determinan por las expresiones (10.32) 
para 2244 bre hi 
callo rolls 
iz 
Eliminando aquí, mediante las expresiones (10.33) y (10.34), las 
magnitudes (E, +12), eto) y nz. obtendremos, 


Ta 6Mz 
Ea (140.44) 
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Así pues, las fuerzas interiores, y después las tensiones, se expre- 
san por el desplazamiento w. 
La solución de la ecuación (10.28), como sabemos ya, se puedo 
escribir así, 
1=e"** (C, sen kz + C, cos kz) + 
+e+*(C, sen kx+C, cos kz) w*, (10.42) 


siendo w*, la solución particular que se obtiene en función de la 
ley de variación de p a lo largo de la goneratriz. 

Para obtener las cuatro constantes, es necesario fijar cuatro con- 
diciones de borde y resolver después el sistema de cuatro ecuaciones. 
En la mayoría de los casos este sistema resulta, como se dice, mal 
“vinculado y se descompone en dos sistemas de dos ecuaciones cada 
uno. Con suficiente exactitud las constantes C, y C, se determinan 
independientemente de las constantes C, y C.. 

to se explica por el hecho de que los sumandos que figuran en 
la función w (10.40) tienen carácter distinto. El primer sumando, 





e" *= (C, sen ha + C, cos kz) 
es una función que disminuye rápidamente. El segundo, 
et (C, sen kx +C,cos hz) 


es una función que aumenta rápidamente. 
Si la longitud del cilindro / es suficientemente grande y la 
función 
e7* (C, sen hz + C, cos hz), 


cuando z se acerca a ladquiere valores despreciablemente pequeños, 
entonces se puede considerar que la deformación del cilindro en las 
o del segundo extremo no depende de las condiciones en 
las inmediaciones del primero. Así pues, en el caso de un cilindro 
suficientemente largo, existe la posibilidad de analizar el estado ten- 
sional para valores pequeños de z, prescindiendo de la función cro- 
ciente e*** (C, son kz-+C, cos kz), es decir, suponiendo que C,=C,=0. 
De la misma manera, suponiendo que C ,=C,=0 y manteniendo sola- 
mente el sumando creciente, se puede analizar el estado tensional del 
cilindro en el caso de valores de z próximos a l. 








Veamos la ana de las fórmulas obtenidas en el elemelo siguiente. 
Ejemplo 10.9. El do en el exti 





es igual a cero. Como la 
la ecuación (10.88) será, 
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Introduciondo w* en la expresión (10.42), obtendremos, 
wee k% (C, sen kz-+C, cos kx) +e+A% (C, son kx-+C, cos kn 
Cuando z es suficientemente grando, ol desplazamiento w deberá ser, claro está, 


1» magnitud constante. Esto se encuentra en contradicción evidente con la 
existencia del sumando 





e+kz (Cy sen kz+C,cos kz) 


que crece ilimitadamente cuando aumenta =. Es [ácil voncer esta dificultad, 
suponiendo que C¿=C,=0. Entonces hallaremos, 


10=e= kx (€, son kiz-+C, cos kz) + ¡pp > 





Las constantes C, y Cy so escogen de tal manera, que en el origen do la coorde- 
nada z, es decir, 6n el lugar donde el reborde rígido so fija al cilindro el despla. 
xzamiento w y el ángulo de giro dw/dz sean iguales a cero. Obtendremos enton- 
cos, 

CC yo — q Y 0 fig l1—e=* (son lex +cos ka]. 
Como 4k4=Eh/R9D, resulta, 


al 10 (son kz + cos kz). (90.43) 

En la figura 364 está representado el di de esta función. 
Cuando sos suliciontamento grande la función w adquiere 0l valor siguionto, 
pa (10.44) 








al solicitar el cilindro por una presión interi 
tulo anterior, surge la tensión circunferencia 


par 

a la cual corresponde el alargamiento 
a 
ER 


Para determinar el incremento del radio del cilindro, es necesario multi- 
plicas eg por A y, como resultado, so obtiene la expresión (10.44). 





sn ésto, como vimos en el capí- 
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Basándonos en la expresión (10.43) resulta fácil establecer hasta donde, a lo 
largo do la generatriz, se extiendo la influencia del empotramiento en el reborde. 
Si nos limitamos a la oxactitud de un 5%, afirmar que la zona de 
influencia so extiende aproximadamente hasta el valor de z para el cual la mag- 

Stud 
aj ¿Ax (sen kz-+cos kz) 
es slempre monor que 0,05, 
e7 Ax (sen kz 4008 ez) < 0,05. 


La suma son kz-+cos kz no puedo ser mayor que V"Z y, por lo tanto, 


ek < 0,095, 
de donde so obtiene. 
kz> 3,94 
o de acuerdo a la expresión (10.39), 






+ 2,1 V Rh. 

Y 300) 

del electo del empotramiento on el borde se 
Iro de longitud 2.7 'uera de esta zona se 









) 
dle , 
PAE 


Flg. 364. 


puede considorar que las tensiones, con exactitud suficiente para los finas práo- 
ticos, se determinan por la teoría mombranal. La magnitud Y Rh.es generalmente 
pequeña en comparación con la longitud del cilindro lo que demuestra quo las 
ionsiones originadas por la llexión tienen carácter puramente local. Esta par- 
ticularidad de la distribución de las tensiones, en las proximidades del borde, 
so denomina efecto de borde. 

Calculomos ahora el momento flector 4 por las fórmulas (10.24) y (10,43), 


M¿=2D pa Je—M% (cos kz—sen kz) 





PR 


¿AX (cos kz—sen kz). 
Vi" (cos kz—sen kz). 


Mim 


En la figura 364 está representado el diagrama de M,. El valor máximo del 
momento flector se observa en el empotramiento, 
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,4óomo Tis=0, la tensión meridional 0,, de acuerdo a la fórmula (10.44) 
será, 


La tensión originada por la flexión en la dirección meridional es 1,52 veces 
mayor que la tensión calculada por la teoría membranal. El efocto de borde, como 
vemos, conduco a un aumento considerable de las tensiones máximas, Un 
aumento mayor aún ocurre on la zona de contacto de ciertas bóvedas como, por 
ejemplo, en el caso de un cilindro unido con el fondo esférico (fig. 365). Como 








Fig. 368. Flg. 366, 


demnestran los cálculos, aquí, en el caso de igual espesor de las bóvedas, la 
tensión local equivalente es, 


o =1,055% VE 


Esta tensión es ya de un orden mayor que la que se obtiene por la teoría membra- 
nal. Para disminuir el efecto de borde, en la zona del acuerdo se usan transicio- 
nes suaves como se indica en la ligura 366. En este caso, la tensión originada por 
la flexión se reduco considerablemente. Según los cálculos 


omo 15 LE Z, 
P 








lo que no e diferencia sensiblemente de las tensiones obtenidas por la teoría 
mombranal.. 

De todo lo expuesto, no se debe aeducir que la teoría membranal no es apli- 
cable cuando en la bóveda existe el efecto de Antes se indicó que si en la 
bóveda no existen cambios bruscos o empotramientos rígidos en los bordes, on: 
tonces la doterminación do las tensiones [a la teoría membrana] es suficiento- 
msoja exacto pora todos los puatos de la bóveda. Cuando existen ompotramien- 
tos locales, la teoría membranal resulta inaplicable solamente en los 1: 
situados en las zonas del ofecto de borde, dando resultados satisfactorios on el 
resto do los puntos. 

No siempro las tensiones originadas por la flexión y obtenidas por los mé- 
todos analizados anteriormente so pueden considerar las más peligrosas, ya que 
tienen carácter puramente local. Se sabe que, en el caso de materiales plásticos, 
el aumento brusco de las tensiones en una zona pequeña, cuando se trata de so: 
licitación estática, no influye sensiblemente sobre la capacidad resistente del 
sistema. Así, por-ejemplo, en el tubo cilíndrico en cuestión, en la zona donde se 

borde, al aumentar la presión, ocurrirá simplemente un stamien- 
resisten! 















Capítulo XI 


FLEXION Y TORSION DE PERFILES 
DE PAREDES DELGADAS 


$ 70. Particularidades esenciales de las barras 
de paredos delgadas 


En la práctica de la construcción moderna de máquinas se 
emplean con mucha frecuencia las construcciones de paredes del- 
gadas, que garantizan alta rigidez y resistencia y tienen, al mismo 
tiempo, un peso relativamente pequeño. Las particularidades espe- 
cíficas del cálculo de la resistencia de ustas estructuras consti- 
tuyen la causa de la aparición de un esquema de cálculo especial 
el esquema de la barra de paredes delgadas. 

La particularidad fundamental de la barra de paredes delga- 
das es la relación característica de sus dimensiones geométricas. 
Una de las dimensiones de la sec- 
ción transversal (el espesor 5) 
es mucho menor que la otra (la 
longitud s del contorno). Esta 












Barras de paredes 
GQ delgadas 





Fig. 367. Flg. 368. 


longitud es, a su vez, mucho menor que la longitud del eje de la 
barra 1 (fig. 367). Así pues, la barra de paredes delgadas puede 
interpretarse, al mismo tiempo, como barra y como bóveda. 

En los cálculos de la resistencia son muchos los elementos de las 
máquinas, cuyos esquemas de cálculo se reducen al de la barra de 
paredes delgadas. Estos son, ante todo, los elementos de refuerzo 
(tig. 368) de las bóvedas de los aviones y los cohetes, Al esquema do 
las barras de paredes delgadas se reducen los elementos del bastidor 
de los automóviles, del sistema de rodaju de los vagones y otras tnu- 
chas construcciones que sirven para resistir cargas. 
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Los fundamentos básicos de la teoría de las barras de paredes dol- 
gadas fueron elaborados por S. P. Timoshenko. El desarrollo general 
y completo de esta tooría pertenece a V. S. Vlásov y se denomina la 
teoría de Vlásov. 

El esquema de la barra de paredes delgadas mantiene las propieda- 
des principales de la barra común y, por lo tanto, las fórmulas que 
fueron obtenidas anteriormente para los casos de tracción, flexión 
y torsión de barras siguen siendo, en lo fundamental, válidas también 





Fig. 369. Fig. 370. 


en el caso de barras de paredes delgadas. Así, por ejemplo, en el ca- 
ftulo 11 se estudió la torsión de la barra de sección en forma de per- 
É1 do paredes delgadas, abierto y carrado. Las fórmulas obtenidas se 
refieren directamente a las barras de paredes delgadas y nos propor- 
cionan los valores de las tensiones fundamentales en la torsión, Es 
igualmente aplicablo a las barras de paredes delgadas también la 
fórmule que se obtuvo para las tensiones normales en le flexión, 

My 

a. 

Sin embargo, a pesar de tal semejanza con la barra, la de paredes 
delgadas, como Consecuencia de las proporciones geométricas, tiene 
propiedades que se diferencian considerablemente de las de la barra 
de sección maciza. Así, por ejemplo, a las barras de paredes del 
no-siempre sé puede aplicar el principio de Saint-Venant que se ana- 
lizó en el $ 8. 

En calidad de ejomplo, en la figura 369 están representadas dos 
barras una de' paredes delgadas y otra de sección maciza, traccionadas 
las dos por la fuerza P que se transmite a través de una grapa rígida. 
Con el rayado se indica la zona donde las tensiones se distribuyen de 
forma no uniforme en la sección transversal de la barra traccionada. 
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En el caso de la barra de sección maciza esta zona abarca una parte 
pequeña de su longitud, mientras que en el caso de la barra de paredes 
delgadas esta zona es incomparablemente mayor. Puede ocurrir que 
prácticamente, las tensiones se distribuyan de manera no uniforme én 
todas las secciones de la barra. Es decir, la profundidad de penetración 
del efecto de borde a lo largo del eje, en la barra de paredes delgadas, 
es considerablemente mayor que en la barra maciza. 

Esto tiene una licación física simple. Cada «ala de la sección 
doble te está sometida a la acción de la fuerza P/2, aplicada excéntri- 
camente (fig. 370). Si no existieso la pared del perfil, las alas so de- 
formarían independientemente la una de la otra y la acción de cada 
momento sobre el ala se propagaría sobre toda su longitud. El pro- 
blema radica en la rigidez del alma que une las alas. En el caso de 
una sección maciza esta unión es muy rígida y, por lo tanto, la des- 
uniformidad de la distribución de las tensiones en la socción trans- 
versal queda limitada por una zona estrecha. En el caso de una sección 
delgada, la rigidez de la unión es pequeña y, por lo tanto, la desunifor- 
midad indicada ponetra mucho más lejos. Cuanto menor sea el espe- 
sor del alma tanto más acentuado será el efecto indicado. 

En la figura 370 se ve también que en el caso del sistema de fuer- 
zas dado, la sección no permanece plana. Ocurre lo que se denomina 
alabeo de la sección. Al mismo tiempo, la sección gira alrededor del 
eje de la barra. Así pues, en el caso de tracción pueden surgir despla- 
zamientos propios de la torsión. 

El alabeo ocurre también durante la torsión de barra de paredos 
delgadas. Si se limita el alabeo, por ejemplo, empotrando la baira en 





m m 





Flg. SM. 


los extremos (fig. 371), entonces en las secciones transversales surgi- 
rán considerables tensiones normales, que originan un momento reac- 
tivo, aumentando así considerablemente la rigidez de la barra a la 
torsión. En el caso de barras de secciones macizas este fenómeno se 
revela en proporción mucho menor y, por lo tanto, no se tiene en con- 
sideración. 

En la flexión transversal, en las secciones de la barra de paredes 
delgadas ocurren tensiones tangenciales de valor considerable, que 
se deben de considerar, al calcular la resistencia de la barra. En gene- 
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ral, el valor comparativo de las tensiones normales y tangenciales o 
y 7 en las secciones transversales de la barra, al pasar de la sección 
maciza a la de paredes delgadas varía considerablemente y esta cues- 
tión requiere un estudio especial. 

La rticularidades indicadas de las barras de paredes delgadas 
serán analizadas en este capítulo, pero para poder orientarse en estas 
suestiones es necesario, ante todo, introducir toda una serie de nuevos 
conceptos relacionados con la geometría de la'sección. 





$ 71. Area sectorial 


Como complemento de las características geométricas que ya 
conocemos (P, Sy, Sy, Ly, 1,» 1,,) introducimos otras nuevas. Estas 
características son propias Solamente de las barras de paredes dolga- 
das y se determinan sobro la base del concep- 
to de área sectorial. 

Veamos la línea media del contorno de la 
sección transversal (fig. 372). Escogemos en 
este contorno el origen O desde el cual se mide 
lo longitud del arco s y trazamos desde este 
polo P dos líneas hacia los extremos del seg- 
mento elemental ds. 

Designamos por dw el doble del área del 
triángulo PAB. Está claro que 


de=rds, 





siendo r la distancia desde el polo hasta la 
tangente al contorno de la sección en el pun- 
Flg. 372, to A. La integral 





of rs cm (14) 


se denomina área sectorial, Así pues, el área sectorial es igual al doble 
del áreo barrida por el radio vector PÁ al moverse el punto A por 
el contorno, desde el origen O hasta cierto valor s del arco. Si el radio 
vector gira según las manecillas del reloj, el incremento du del área 
será positivo, en caso contrario, negativo. El área sectorial es función 
del arco s y dependo de la posición del origen de s y do la posición 
del polo P. 

Cuando el polo y el origen están dados, en cada caso concreto se 
puede construir el diagrama del área, sectorial. La construcción del 
diagrama generalmente se realiza sobre el arco del contorno de la sec- 
ción, situando el valor de « normalmente al contorno. 

Supongamos que es necesario construir el diagrama de «> para el 
contorno de la figura 373, a. La posición del polo P y el origen O se 
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consideran dados. Dibujamos el contorno de la sección (fig. 373, b) 
sobre el cual será construido el diagrama. En nuestro caso éste consta 
do tramos rectos. 

En cada tramo el valor de r es constante. Como so puede ver de la 
expresión (11.1) en este caso w» depende linealmente de s. 





Flg. 379. 


En el tramo O, 7, el vector PA gira según las manecillas del reloj 
y, por lo tanto, el diagrama de w es aquí positivo, 


v=-+as. 
En el tramo /, 2 el vector gira en el sentido opuesto a las ma- 


necillas del reloj, es decir, que « disminuye, adquiriendo en el 
punto 2 el valor siguiente, 


o=a4— lat. 


En el tramo 2, 3 el área sectorial crece de nuevo puesto que el 
vector vuelve a girar según las manecillas del reloj. En el punto 3, 


0=—a43a*= + 2a?. 


De manera análoga so construyo el diagrama de «en los tramos 
situados al otro lado del origen O. 
Veamos otros ejemplos de construcción de los diagramas de w. 


Ejemplo 11.1. Construir el diagrama del área sectorial del contorno cuando 
el polo P se encuentra en el propio contorno (fig. 374). 

Si el extromo del radio vector so desliza por la recta sobre la cual se encuen: 
tra el polo, entonces el área sectorial permanecerá constante. En nuestro caso será 
igual a cero. En el resto de los tramos del contorno w» varía según las leyes dadas 
anteriormente (fig. 374). 
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Ejemplo 14,2. Construir el diagrama del área sectorial para el contorno 
cscular. La posición del polo y el origen están dados en la figura 315, 
ha 






















Doterminemos r en función del ángull 

Za? central y. De la línea "quebrado PBDC eS 
obtiene, 

y r=2R cos p—R. 
Entonces 
: o 
A Za 
e a a 
= j 


o 
111100 
pu y, por lo tanto, 
=R* (200 pp). 
Construimos en el contara circular. 
375, 6) el diagrama polar dol área sectorial, 
le bicando «o sóbro la normal al contorno. 


y En el caso de que el contorno ten- 
da ga bifurcaciones (fig. 376) la cons- 
Fig. 816. trucción del diagrama del área secto- 
rial se lleva a cabo, penetrando en 

cada rama y volviendo al punto de bifurcación. 
lemos ahora la rolación que existe entre el área sectorial y las 
das z o y en la sección. Supongamos que el origen de las 
coincide con el polo (fig. 377). Está claro que, prescin- 





coorden: 
diendo de las infinitésimas de orden superior, el elemento del área 
sectorial de será igual a la diferencia de las ároas duplicadas de los 





Flg. 876. 


triángulos PAC y PBC, es decir, 
do=ydr—z dy. (11.2) 
Basándose en esta relación es fácil obtener la dependencia entre el 
área sectorial y la posición del polo. 
Supongamos dado el área sectorial en el segmento del arco Os 
respecto al polo P, (fig. 378) y que se trata de determinar el área sec- 
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Flg. 377. Fig. 378. 
torial respecto al polo P, de coordenadas a, b en el sistema de ejes 
TY 1- Tenemos, 
0.0 dad. 
3 

Pero, 

=2%- 
Por lo tanto, 


=Y—b, dz, =dx,, dy, dy, 





o ()=$ (vb) de, —(2,—a) dy). 


0, (5) = 01 (5) —b(2, 201) + 4 (Yy—Yor) 
siendo z, o y, las coordenadas del punto s y Za1 6 or, las coordenadas 
del punto O en el sistema original de coordenadas 2,, yy. 
Si las coordenadas de los puntos O y 7 se obtienen en un sistema 
arbitrario de coordenadas z, y (fig. 378) entonces, 


0, (8) =0, (3) —b(2—2,) +a (y— Yo) (11.3) 
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siendo w, (3), el área sectorial correspondiente al polo P,, (5) el 
área sectorial correspondiente al polo P, y z, y y Zo, yo las coordenadas 
do los puntos 1 y O en el sistema de coordenadas z, y. 

Así pues, de la expresión (11.3) se deduce que al desplazar el 
polo, el área sectorial varía on una magnitud que depqnde linealmente 
de las coordenadas z, y. La variación del origen a partir del cual so 
mido el arco s (punto O) altera el área sectorial, en todos los puntos del 
contorno, en una misma magnitud constante, ya que varía el límito 
inforior togración (11.1). 











$ 72. Características sectoriales 
y su determinación 


En adelante tendremos que operar con las siguiontes característi- 
cas geométricas integrales de las secciones de paredes delgadas, 


JodP ca, Jawa? cas, f uudP em, forar om* 


Cuando es constantó el espesor del contorno 5 estas integrales son, 
5fuds, 5fzod, 5Íyod, 5jutas. 


La primera de ellas se denomina momento estático sectorial, la 
segunda y la tercera, momentos sectoriales lineales del área, y, por 


Y 


Flg. 379. 


último, la cuarta de las integrales escritas, momento sectorial de inercia 
que se designa por f.,. 

Una vez construido ol diagrama dol área sectorial, el cálculo de las 
características indicadas no presenta dificultades de principio, Por 
ejemplo, en el caso del contorno circular de la figura 379, elvárea 
sectorial use obtuvo anteriormente ep función del ángulo y como 

gue, 
o=R'(25np—9). 
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Entonces hallaremos, 
+. 
Joar=R5 Í (son p—9) dp=0, 
Es 


+ 
fx0dP= ROS $ cos p(2senp—q) dp =0 
EZ 


Sua dr=a0 [een pe09—9 dem, 
A 
l.= futdP= me sen 99) do =2% (72) 8. 


El hecho de que en este ejemplo resultaron iguales a cero la segunda 
caractorístiea y la tercera será explicado en el $ 74. 

Si se parte de otro polo y de otro origen de medición del arco y 
cuando los ejes x, y se orientan de otra manera, las características 
sectoriales serán, en el caso general, diferentes. 

Cuando el contorno consta de tramos rectos resulta posiblo sim- 
plificar el cálculo de las características sectoriales, empleando el mó- 
todo de Voreschaguín. 


lemplo 11.3, Para la sección de la figura 380, dados el polo P y el 
origon:O ob construido el diagrama del Les octorlal.” Calcúlenso' las cudtro 
características sectoriales analizadas anteriormente. 








La primera de ellas es igual, claro está, a cero puesto que los diagramas de w> 
00 on ls parte superior y en la parto inferior de la sección iguales pero de signo 
opueslo, 


fuar—o. 
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Para determinar las caract 
disgramos de x e y, es decir, los 
tancias de los puntos del contorno a y y = (tig. 380, b y c). Multiplicamos 
después los diagramas de w por los diagramas de x e y por el método do Verescha- 

in. Como el diagrama do x 08 positivo en tojas partos, miontras que o cambia 
signo, al pasar el eje x, obtendremos 


$ zodr=0. 





icas segunda y tercera, construimos los 
edo las toys de variación de las dis: 








Multiplicando los diagramas de «+ o y ballamos [vode. Este resultado se 
i 
moltiplica después poc 3 y así se oblieno, 
S yodr =P eo, 


Determinamos después el momento sectorial de inercia /,,, para lo cual mul- 
típlicamos el diagrama de «> por sí mismo y multiplicamos después ol resul- 
tado obtonido por d, pg 


$ 73. Tonsiones tangenciales en la flexión transversal 
de barras de paredes delgadas 


En la flexión transversal de una barra de paredes delgadas, en 
sus secciones, siguen prevaleciendo las tensiones normales y que fun- 
damentalmento determi. la resistencia de la barra. Sin embargo, 


y 








Sedo $ de 3 
A 





Fig. 381. 


en el caso de esta barra, a diferencia del caso de la barra de sección 
maciza, adquieren un valor importante la magnitud y las leyes de 





1 
(fig. 381) se equilibra por las tensiones tangenciales 7. A diferencia 
de la barra de sección maciza, en este caso, la sección longitudinal 
de lá barra de paredes delgadas se realiza por el plano 44 normal a la 
línea media del contorno (fig. 381) y no por un plano paralelo a la capa 
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neutra. Esta sección tiene. su mínimo espesor igual a 5. Las tensionos 
tangenciales que en ella surgen y que equilibran la diferencia de las 
fuerzas normales, son mayores que las que surgen en otras secciones 
longitudinales. 

Volviendo a la deducción de la fórmula de Zhuravski del $ 30, 
es fácil observar que esta deducción no varía, salvo que en lugar de b 
debe figurar 6. Como resultado se obtiene, 


== (11.4) 


Como antes, en esta fórmula, Q es la fuerza cortante en la sección 
percondicalar al eje z, S:, el momento estático de la parte rayada 
do la sección respecto al eje z (fig. 

381) e [,, el momento de inercia de 
toda la sección respecto al eje prin- 
cipal z. 

Las tensiones tangenciales 1 se 
suponen uniformemente distribui- 
das en el espesor 8 de la sección, En 
la sección transversal de la barra 
surgen tensiones recíprocas a T, que 
so orientan según la tangente a la 
línea del contorno (fig. 382). Cuan» 
do la dirección de la fuerza cortante 
Q no coincide con el eje principal 
de la sección, se obtiene, 


A 1 


siendo Q, y Q, las componentes de la fuerza cortante según los ejes 
principales z 9 y. 





Flg. 382, 


Ejemplo 11.4. Dotormínar la loy do distribución de las tensiones tanguucia- 
le on el portil.Ú cuando so someto a una Vloxión tranavorsal on el plano vet 
cal (fig. 383). Según las dimeosiones indicadas en la figura, 
2% 
Ly=z (04-00). 
En ol tramo del ala de longitud + (fig. 383) so obtiene, 
Si=G 0%. 


Así pues, de acuerdo a la fórmula (11.4), se obtiene pare el 








IS e 


resultando quo la tensión tangencial es proporcional a 4. Lo mismó ocurro en 
el ala inferior. 


us 


E 
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Si se corta la sección en el alma, el momento estático de la parte de la 


sección situada sobre el nivel y será, 


s:=5 (+) 





y entonces, 

60(+7-v) 
== +5) 

La tensión tangencial es aquí una función cuadrática de y. 
En la figura 383 está representado el e de la distribución de las ton- 
siones tangenciales a lo largo del contorno. vemos el signo de * no varía 
en todo el contorno, lo que demuestra que la tensión tangencial obtenida man- 
tiene la misma dirección en todos los puntos de la-sección, es decír, se orienta 


o del borde 7 al borde 2 o del bordo 2 al borde 7 según ses el signo de la fuerza 
cortante (fig. 384). d 





Ej 11.5. Ballar la loy de distribución de las tensiones taugenciales 
en ol porfll circular abíerto en el caso do la flexión en el plano perpendicular al 
ejo de simetría (fig. 385). 
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El momento de inorcia de la sección respecto al eje =será, 
1,¿=xR0, 


El momento estático de la parte rayada de la sección se obtiene por la into- 
gral siguiento, 
2 


Si=b y R2 sen y dy =RW (14008 p). 


> 
De acuerdo a esto, 


Eg (14008 9) 


es la oxpresión que permito constrair el diagrama de y (fig. 385). 





$ 74. Centro de flexión 


El sistema de fuerzas que se encuentra en el plano de la sección, 
de acuerdo con las leyes de la mecánica, se puede desplazar a cualquier 
punto del plano, obteniendo una resultante y un momento. 

La magnitud de la resultante no depende del punto de aplicación 
y siempre es igual a la fuerza cortante Q. Esto se puedo demostrar, 
por ejemplo, en el caso del perfil circular abierto que se analizó 
(fig. 385). En este caso, la roellante de las fuerzas tangenciales según 
el eje y se obtiene de la integral siguiente, 


+. 
Jena par=2 $ (1 + cos q) cos y de, 
A 


que, como es fácil demostrar, es igual a Q. Lo mismo ocurre en el 
caso de la sección U que se analizó anteriormente y, en general. en ol 
caso de cualquier perfil, 

En lo que se refiere al momento resultante en la sección, éste de- 
pende de la posición del punto de reducción de las fuerzas. Así, por 
ejemplo, en el caso de la misma sección circular abierta, el momento 


> 
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de las fuerzas tangenciales respecto al centro del circulo (fig. 386) será, 





+. 
M,= [war E | (+ c009rd9=208 


Al pasar a otro punto el momento varía, claro está, on la magnitud 
Qa, siendo a, la distancia entre el primer punto y el segundo. Así, si 
se desplazan las fuerzas al punto A (fig. 386, c), entonces, 

* M,=M,—QR=0R. 

Existe un punto, respecto al cual, el momento de fuerzas tangen- 

ciales en la sección, en la flexión transversal, es igual a cero. Éste 





Y Y, 
z 0 
a) dy 









izado, el centro 


punto se denomina centro de lezión. En el ejemplo a 
mtro del círculo 


de flexión se encuentra a la distancia del 
(fig. 386, d). 
En el caso do la sección U (fig. 387) se obtiene para el punto A, 
a , 


Mi=25[ 180 


De acuerdo a la expresión (11.6), una vez realizada la integración, 
se obtiene, »* 

M=0 a: 
de donde se deduce que el centro de flexión se encnontra a la distan- 
cia ¿gy de la línea media del alma (fig. 387, e). 

En el ceso de secciones de dos ejes de simetría, el centro de flexión 
coincido, claro está, con el centro de gravodad. 

En algunos do los casos más simples resulta posible doterminar la 
posición del centro de flexión sin necesidad de recurrir a cálculos de 
ninguna clase. Por ejemplo, en el caso de los perfiles to y angular 
(6ig. 388) el centro de flexión se encuentra: en el punto de intersección 
de las líneas medias del ala y del alma. El momento de las fuerzas 
tangenciales respecto a este punto es siempre igual a cero. 
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Así pues, si el momento de las fuerzas tangenciales en la sección 
respecto al centro de flexión es igual a cero será igual.a cero también 
el momento de las fuerzas exteriores respecto a este:centro, pues de lo 
contrario, aparecerán en la barra deformaciones propias no sólo de la 





y y 
766] 
Tia. 

$ Y 

b) 1) 

Flg. 387. 


flexión transversal, sino también de la torsión. Será conveniente en 
adelante, al determinar los factores de fuerza interiores, desplazar las 
fuerzas tangenciales quo actúan en la sección, no al centro de grave- 
dad, sino losatro de flexión y entender por momento torsor el mo- 
mento interior respecto al centro de flexión. Así, analizando, por 


Centro de 
flexión . 
Flg. 388. 


ejemplo, la barra representada en la figura 389, se podrá afirmar que, 
puesto que la línea de acción do la fuerza pasa por el eje 2” (eje de 
los centros de flexión), el momento torsor en la sección será igual a 
cero y la barra no sutrirá torsión. Pero, por ejemplo, en el caso de la 
misma barra empotrada en un extremo y sometida a la acción del poso 
propio (fig. 390), ésta sí sufrirá torsión. El momento torsor en el em- 


potramiento será, 
M¿=0-2R=ql-2R. 
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Las tensiones tengenciales adicionales, originadas por la torsión, 
so distribuyon en a sección por las leyes del paril abierto, rsul- 
tando 





[véase la fórmula (2.28) del $ 24]. Un cuadro semejante se observa 
en el caso de la flexión de un perfil arbitrario de paredes delgadas, 
cuando la resultante de las fuarzas exteriores no pasa, en la sección, 
por el centro de flexión (fig. 391). 
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Determinemos ahora la posición del centro de flexión en el caso 
general de un perfil de paredes delgadas asimétrico (fig. 392). 

El momento de las fuerzas tangenciales respecto a cierto punto P 
será, 


Mp $ 180 de. 


El producto rds representa el diferencial dol área sectorial -de y, 
por lo tanto, 


Mp =$ 18do. 
Eliminamos + mediante la ecuación (11.5), 
3 . de 
Mm 2 JS mes; de dr. (4.7) 





Integrando por partes en el caso de la primera de las integra- 
les obtenidas hallaremos, 


. de '. as, 
Jorizar —sio[; [Eva 


donde los subíndices de $ ys ¿nsican que la magnitud Sia so 
refiere a los puntos 7 y 2 (fig. 392). Recordamos que 5; constituyo 
el momento estático de una parte de la sección respecto al ejo 2, 


S= Avar. 


El ároa del tramo rayado correspondiente al punto, 1 es igual a 
cero y, por lo tanto, S;=0. En el punto 2, cuando se trata do 
toda la sección, esta inagnitud es tambión nula, puesto que el 
eje z es central. Por lo tanto Szw|:+=0. Está claro que 





ds; 
ar Y 
y para la integral en cuestión se obtiene, 


fsizpa =—f más. 


Do manera análoga so transforma la segunda integral que figura 
en la expresión (11.7). Como resultado obtendremos, 


Mov yodF— 3 f soar. 


Cuando el punto P coincide con el centró de flexión el mo- 
mento M, es igual a cero, independientemente de las magnitudes 
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de Q, y Q,. Esto es posible solamente cuando 
Suadr=0 y Jruar—= o. (11.8) 


Así pues, los momentos lineales sectoriales respecto a los ejes centra- 
les principales y al polo que coincide con el centro de flexión son 
iguales a cero. El origen de « no juega aquí ningún papel. Al cambiar 
el origen, el área sectorial varía en una magnitud constante lo que no 
altera las ecuaciones (11.8). 





Flg. 399, 


La posición del centro de flexión se obtiene prácticamente por el 
procedimiento siguiente. Se construye el diagrama de las áreas secto- 
riales w' para un polo arbitrario P” (fig. 393). Suponemos después 
que las diferencias de las coordenadas del centro de flexión C y 
del polo P' son z. o y,. De acuerdo a la fórmula (11.3), 


0=0 —Y. (22) +7, (Y —Yo)- 
La primera de las expresiones (11.8) nos da entonces 
Juorar—y. f =ydP + yz, | vaF+x, $ rar. $ ar =0. 
ll P 
Como los ejes z e y son ejes principales, obtendremos 
Javar=o, fuar=0; [rdr=t, 


resultando que, 





Ívo“dr +21, =0. 


Do manera análoga se transforma ls segunda de las expresio- 
nes (11.8) y hallamos definitivamente 
=) yor dr +5 zw dr 
2. E > (11.9) 


$ 
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Ejemplo 11.6. Determinar la posición del centro de flexión'en el caso dol 
pel estanguler de paredes delgadas seccionado en el vértice inferior izquierdo 
ig. 394, a). 
Los ejes centrales principales en este caso son paralelos a los lados del roo- 
tángulo. Con facilidad re obtieno, 





Le, 1=L o. 





a) 
Flg. 394. 


Para simplificar lo máximo Ele el diagrama de w', situamos el pola P” 
en el vértico suporior derecho de la sección. Construimos después los diagramas 
de w”, x e y (fig. 390, b, e, d). Después de multiplicar los diagramas ballaromos, 


” 1 a 1 a 5 
0 ar=o | 2atoda q — toto] 0, 

d 1 41 1 
fro dP=b [+ 200 | =- 34%. 


Por las fórmulas (11.9) se obtiene 





z=+ip4 


Orientamos los segmentos x e y. según los ejes principales a partir del polo 
p” (fig. 394, a). 


8 75. Alabeo de las secciones transversales de la barra 
de paredes delgadas sometida a torsión 


El problema de la torsión de barras de paredes delgadas do sección 
corrada y abierta se analizó en el capítulo II. En aquella ocasión 
se calculaban solamente las tensiones tangenciales en las secciones 
transversales de la barra. Analicemos ahora algunas particularidades 
adicionales relacionadas con la aparición de tensiones normales en 
las secciones transversales de la barra torsionada, 
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Este análisis se basa sobre la hipótesis del contorno rígido, es de- 
cir, se supone que el contorno de la sección transversal de la barra con- 
sorva su forma durante la torsión. Si, por ejemplo, la sección era cir- 
cular, permanecerá después circular también, si era rectangular, 
pormanecerá siendo rectangular. Al mismo tiempo, los puntos de la 
sección reciben diferentes desplazamientos a lo largó del eje do la 
barra. Ocurre lo que se denomina alaboo de la sección. 

Veamos la torsión de una barra de perfil abierto (fig. 395). Supon- 
gamos que durante la torsión de la barra, las secciones transversales 








Fig. 395. 


giran respecto a cierto punto inmóvil O que denominaremos centro 
de torsión. 

El ángulo de distorsión y en el área elemental ABCD se obtiene 
como la suma de los ángulos a y P, es decir, y=0-+B. Determinemos 
estos sumandos por separado. 

Do la figura se deduce que 


Pero como AA'=r dq, siendo r la distancia del centro de torsión a la 
tangente a la línea del contorno en el punto A y de, el ángulo de giro 
mutuo de las secciones contiguas, obtendremos, 


rág 
aq =r0. 


Dosignamos por w el desplazamiento de los puntos de la .sección 
en la dirección del eje z, obteniendo, 


oz. 
Por lo tanto, 
yr. 
Do acuerdo a la loy do Hooke podremos escribir, 
do= (+-.) ds. (11.40) 
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En la línea media del contorno abierto durante la torsión 1=0 
y, por lo tanto, 


E dw=— Or ds=—0 do, 


w2—0fdo=—60. (11.11) 


Así pues, el alabeo de la sección de la' barra de paredes delgadas 
siguo, a lo largo del contorno, la ley de variación del área sectorial. 

Los desplazamientos w obtenidos (11.11)'no están completamento 
determinados puesto que el área sectorial depende dol origen desdo el 
cual se mide el arco s y de la posición-del polo. Al variar el origen, 
la magnitud de «> (y por lo tanto w también) varía ón una magnitud 
constante. Al variar la posición del polo, w varía en magnitudes que 





dependen linealmente de las coordenadas z e y. Estas variaciones 
corresponden al desplazamiento paralelo del plano de la sección, como 
un cuerpo rígido, a lo largo del eje y al giro respecto a los ejes z e y. 
En lo que so refiere al alabeo de la sección transversal la fórmula 
(11.11) lo determina plenamente. 

Analizando la expresión (11.11) vemos también que el alabeo es 
proporcional al ángulo unitario de torsión. Si 9 varía a lo largo del 
eje z, variará tambión w. Si limitamos el alabeo, introduciendo liga- 
duras, se limitará también el ángulo de torsión. 

Cuando el alabeo varía según el eje z, en las secciones transversales 
de la barra aparecerán tensiones normales. En efecto, para cierto 
segmento AB de longitud dz (fig. 396) so obtieno, 


y de acuerdo a esto, 





(11.42) 


La aparición de las tensiones normales que varían a lo largo del 
eje z conduce obligatoriamente a la aparición de tensiones tangencia- 
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les secundarias 1, en la sección transversal de la barra. La tensión 
1, so determina de manera análoga a como se realizó en la flexión 
ifansversal do la barra (véase $ 30 y 73). 

De la condición do equilibrio de la parte separada de la barra de 
paredes delgadas (fig. 397) se obtiene, 





«y =— [2 
o, teniendo en cuenta la expresión (11.12), 
BE 73 fuer. (11.13) 


Las tonsiones tangenciales secundarias 1, se distribuyen unifor- 
momente en el espesor del perfil y no son iguales a cero en la línea 


s 
Sl 
EA A 
a) b 


Flg. 397, 





media de la sección como esto ocurre con las tensiones prima- 
rias 7. 

Este resultado se encuentra en cierta contradicción con la supo- 
sición anterior, según la cual en la línea del contorno las tensiones 
tangenciales son iguales a cero I(véanse las fórmulas (11,10) y 
(11-11)). Es decir, que cuando el ángulo de torsión 8 es variable, la 
ley real de variación de wen la sección so diferencia do la ley del 
área sectorial. Esto, sin embargo, no influye sensiblemente sobre las 
dependencias fundamentales y las expresiones obtenidas determinan 
con suficiente exactitud las magnitudes de las tensiones normales y 
de las tensiones tangenciales secundarias, cuando O es variable, 

En lo dicho se puede advertir fácilmente cierta analogía con la 
flexión pura y la flexión transversal. En la flexión transversal las 
tensiones normales se determinaron, suponiendo que las secciones 
transversales, como en la flexión pura, permanecían planas, sin ala- 
bearso, Después, a través de las tensiones normales, se determinaban 
las tensiones tangenciales, cuya existencia contradecía a la suposición 
inicial sobre las secciones transversales planas. Esta contradicción, 
como en el:caso que-ahora se analiza, no conduce, sin embargo, a erro- 
res cuantitativos considerables, 
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$ 76. Torsión restringida de barras de paredes delgadas 
de sección abierta 


Apliquemos las relacio: 
gida. 

Se entiende por torsión restringida el caso cuando se limita el 
alabeo do las secciones. Por ejemplo, en la barra de paredes delgadas 
empotrada en un extremo (fig. 398) los desplazamientos w de todos los 





obtenidas al caso de la torsión restrin- 





puntos de la sección de empotramiento son iguales a cero. A medida 
que nos alejamos de esta sección, ol alabeo y el ángulo unitario de 
torsión aumontan. 

Las tensiones normales en la sección forman un sistema do fuer- 
zas autoequilibrado. Los momentos flectores respecto a los ejes x e y 
y la fuerza normal son iguales a cero, 


Sovar=>0, Sozar=0, Suar =o, 





o de acuerdo a la expresión (11.12), 
Joyar o, $ozaP=0, (41.14) 


fuar=0 (11.15) 


Aquí el área sectorial « se refiere al centro de torsión. Por lo tanto, 
de las dos expresiones primeras so deduce que, en el caso de la torsión 
restringida, el centro de torsión coincide con el centro de flexión, 

Al construir el diagrama de «», el origen, desde el que se mide el 
arco s, se debo escoger de manera tal que se cumpla la condición 
(11.15). En el caso de un perfil simétrico, está claro, que el punto 
inicial se deberá situar sobre el ejo de simetría. En el caso general so 
debe construir primeramente el diagrama de w, para un origen arbi- 
trario. Entonces, 

.=w+C. 
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De acuerdo a la condición (11.45) 
Joadr=|0,dF+CF=0, 
? ? 


de donde se obtiene la constante C, 
four 


Ca =£ — (11.16) 





Esta magnitud se debe sumar a los valores de (», en todos los pun: 
tos del contorno y, de esta manera, el diagrama obtenido satisfará 
la condición (11.15). 





El diagrama de « correspondiente al polo que coincide con el 
centro de flexión y que satisface la condición (11.15) se denomina 
diapamo del área sectorial principal. 

s tensiones tangenciales forman en la sección un momento torsor 
resultante que se puede interpretar como la suma de dos momentos, 


M_=M,+M,. (11.47) 
El primer sumando constituye el momento resultante de las tensiones 
tangenciales básicas Y (fig. 399, a). La magnitud do estas tensiones 


y la loy de su distribución en la sección las conocemos ya del capítulo 
11. Do acuerdo a la fórmula (2.26) : 


M,=G10, (11.18) 
siendo 1,, la característica geométrica de la sección que ya conocemos 


(véase el $ 24). El segundo sumando es el momento de las tensiones. 
tangenciales secundarias *, (fig. 399, 0) 


M,=5 rórds=/ 1,ódo, 
: F 
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ode acuerdo a la expresión (11.13) 


1-55 5(1 ai) do. 


Integrando por partes hallaremos, 
AE a dl E 
” 
Como para los puntos / y 2 del contorno (fig. 399) [wdP=0, 


obtendremos, 
My=- El. LE. (11.49) 
La exprosión (11.17) se reduce ahora a la siguiente, 
GISELLE =M. 
Designamos, 
quo, (11.20) 


obteniendo definitivamente la ecuación diferencial de la torsión 
restringida, 

G—00=— (11.24) 
siendo M, una función conocida de z. Resolviendo la ecuución se 
halla 

0=C,shuz+C,chaz+0", (11.22) 


siendo 0*, la solución particular de la ecuación (11.21). 


Ejemplo 11.7. Volvamos al caso de la barra empotrada en un extremo 
(ig. 308). Aquí, 


y entonces, 


Mi=M=coot 


20 9 EM 
ao + 
La solución particular de esta ecuación será, 
m 
9 
y, por lo tanto, 





9=C,shas+C, cb as+- 377 


Las constantes C, y C, se detormivan de las 






ientes condiciones de 
borde. Cuando z==0 sl desplazamiento axial »=0. Por lo tanto, para 2=0 
el ángulo 0=0, lo que so deduce de la fórmula (11.11). Así pues, 


m 
ato 
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Cuando s=l la tensión 0=0 o, de acuerdo a la expresión (11.12), L=0 


y entonces, 
Cjachal+Cya shal=O. 
Definitivamente se obtiene, 


m 
=> C=pp ibas, 


Op, ibal hacha. 





nv 
0) b) c) 


Flo. 400. 
El desplazamiento angular máximo sorá 
1 
m 1 
904 [-¿ma1]. (41.23) 


mientras que en el caso de la torsión pura (no restringida), 
EN 





Las tonsiones normales máximas surgen dol ompotramiento 





40 zm 
qu £og| ra. (11.24) 


Los momentos componentes M, y M, en una sección arbitraria serán los 
siguientes, 
M,=619=M(1+th ul sh as —ch as), 
My=— El Mit al sb arch a). 


Pasando a los cálculos numéricos, analicemos la sección doble: to (fig. 400, a) 
cuyas dimensiones son, 
h=200 mm, b=100 mm, 8=10 mm, l=1 m. 
El material es acero, 0,3 y E=2-10% kgl/cm!. 
“Construimos el diagrama «del área pode principal (fig. 400, 6) y, mut- 
tiplicando los diagramas, determinamos /., 


1 
lo go. 
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De acuerdo a la fórmula (2.30) 
h=3 8% (20 +»). 
Calculamos la magnitud de az (11.20), 
4 84M E 
A 810 
y, por lo tanto, 
a=1,15-10-9 —, alo=1.15, 


Por las tablas do las funciones biperbólicas hallamos, 
1 0,9441 
Ema 0,587 
Do la expresión (11.23) se obtiene, 
? => 0,463. 


En el caso analizado, debido a la limitación del alabeo, al desplazamiento 
angular en el extremo de la barra disminuye en más del doble. 

Por la fórmula (11.24) calculamos la tensión normal máxima q' 
tro caso, ocurre en el borde de ¡potramiento, 






loe athal=161-10-M kg/cm. 


Aquí MD se debo introducir en kgl-cm. Las tensiones tangenciales so dotor- 
talnan por las fórmulas (2.34) y (11.43), 


3M, M, 
Ci > ma 40 


En ol empotramiento M,=0, M¿=2M, por lo tanto, “impx=0. pero 


Te (J 0er) +1 4 7,5-10-+ 08 kglicu!, 
cm 


Esta tonslón ocurre en el punto de unión del ala con el alma (e ol día- 








Tema 


grama de [ waF de la figura 400, e) En el extremo libro do la barra, es 
decir, cuando 2=1, 
M,=0,6614 M, M,=0,3386 M, 
Timor =40,6:10-42D kgl/em*, Tamer =2,5-1074 IM kgl/om”. 
En ol caso do la torsión no restringida .obtendríamos, 
Ta = FRRTO 15-10-4M kgi/cm?, Temax =0. 


Ejemplo 14.8. Determinar el ángulo de giro de la sección A la ba 
solida por is momentos Aguas y de slgos contrato AN lg. ODO 
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Cuando la barra no es-de les delgadas, el ángulo buscado de giro resulta 
igual e coro, puesto que en gl 04 el momento torsor no existe. En nuestro 
caso ocurre algo diferente. Ubicamos al origen do 2 on el empotramiento y anali- 
tamos dos tramos de la barra. En el primero, de acuerdo a le fórmula (11,22) 

0,=C, shaz+C, chas. 
La función 0* sy convierte aquí en cero puesto que on oste tramo M¡=0. En 
el segundo tramo, 





d)=C,shaz+C, chart 
En ol empotramiento w==0. Por lo tanto, cuando 2==0, 6,=0, de donde se obtio- 


no que C4=0, 
3 = 


Fig. 401. 








En la sección A, al pasar del primer tramo al ido, la función w no deberá 
sutrir discontinuidad alguna y, por lo tanto, 0,=8,, Deberá ser continua tam- 
bión la función a. Por lo tanto, en la sección A d9, lar==d0 ds. Por último, eu 
el extremo libre de la barra, de=0. 

Las condiciones indicadas permiten plantear un sistema de ecuaciones para 
la determinación de Cy, €, y 6, 


s 
Cabal —Cymhal—C,ch al =p 

C, chal—C, chal—C,ahal=0, Cych2al+C, sh 201 =0, 

de dondo so obtio 











Mshal y Mas 
caza "or arado 
El ángulo de giro en cuestión, en la sección A, sorá pl siguiente, 


e rte ria eb0l—a, 


dondo a so dotermina por la fórmula (11.20). 
El desplazamiento angular en este caso surge como consecuencia de l; 

teracción de las fuerzas entre los tramos, relacionada con la limitación 

beo. Esta cuestión se analizará con más detallo en el parágrafo siguiente. 


$ 77. Caso general de solicitación de una barra 
de paredes delgadas. Bimomento 


En el caso goneral do solicitación los desplazamientos axiales w 
so pueden expresar como siguo, 
w=0, +24 0,400, 
siendo 1, p, y , las magnitudes que caracterizan el desplazamiento 
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y el giro:do-la sección como un todo rígido. La función w so escogo 
deacuerdo con el diagrama principal del área sectorial. 
Las tensiones normales en la sección serán, 


O A 


Multiplicamos esta expresión por dF, x dP, y dF y o aF, sucest- 
vamento e integramos sobre el área de la sección transversal. Se tiene 
en cuenta que los ejes z e y son ejes pri 
cipalos y que el diagrama de w es ol dia- 
grama dol área sectorial principal, 


de 
Ne Jude Era, 





pa 
M, =J0zar=e1, a 


de 
M or dr El Za 
B=[ondr=— El. q. 


Se entiendo aquí por B una caracterís- 
tica de fuerza nueva que se determina por 
la expresión (11.26) y se denomina bimo- 
mento, Se mide el bímomento en kgf.cm*. Pa. 402. 
El bimomento se diferencia de los otros 
factores de fuerza interiores conocidos por ser el primero un factor 
autoequilibrado que no se puede obtener de la condición de equili- 
brio de la parte separada do la barra. Por ejemplo, sí se solicita la 
barra de sección doble te por cuatro fuerzas iguales P. (fig. 402), el 
bimomento en la sección extrema será, según la expresión (11.26), 


B=% Pp 


siendo wp el valor del área sectorial del punto de aplicación de 
la fuerza P,, es decir, 





B=4P%= Ph. 


En las secciones de la barra no surge ni fuerza normal N, ni 
momentos flectoros M, y My. 
Eliminando en la expresión (11.25) las magnitudes 1), Py Y Pe» 
obtendremos, ida E 
M, 
AAA 40:20 
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Los tres primeros sumandos son bien conocidos y nu necesitan expli- 
cación. En lo que se refiere al cuarto, áste caracteriza las modifica- 
ciones que introduce el alabeo de la sección en las leyes lineales de 
distribución de las tensiones. La medida de fuerza de este alabeo es 
el bimomento. 

Las tensiones tangenciales en la sección transversal de la barra, 
en el caso general do solicitación, se componen de las tensiones 
correspondientes a la torsión simple 





f 
e. 
de las tensiones tangenciales correspondientes a la flexión transversal 
L(véase la fórmula (11.5)] y, por último, do las tensionés tangenciales 
secunWárias 1, (11,13) de la torsión restringida. 
Los desplazamientos de la barra están relacionados con los mo- 
mentos flectores M, y M, por las conocidas fórmulas 


de M, 
PS 
Lu My 
Dor 
siendo, u y v los desplazamientos de la línea de los centros de flexión 
de las secciones en la dirección de los ejes z o 
El ángulo de torsión unitario 6 se obtiene de la fórmula (11.22) 


y depende no sólo de la magnitud del momento torsor, sino también 
del bimomento. 


a 11.9. Veamos el caso de solicitación de la barra por un bimomento 
lg. )- 
We oligon de 10 situamos oo el extromo libre de la barra. 
La ecuación (11.22) será en este caso, 
O=C, ah az-+C, chaz. 

Como en el uxtremo de la barra está dado un bimomento B=Pbh, de acuerdo 
a la expresión (11.26) obtendromos para ¿=0, 

Y, De 

de ET. 





B lo tanto, 
y, por lo Pl 
Ca. 

Cuando gu=! el desplazamiento w».=0 y, por lo tanto, ol ángulo 8==0. Halla- 
romos entonces, 

C,shal+C,chal==0. 
Detorminando C, y Cy se obtendrá 

Por 

Oy, (Ualoh ab a), 
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Lo más ilustrativo en este ejemplo es el caso cuando la longitud dé la 


barra [es muy grando. En este caso thal=Í y 
dm Po es, 
aL, 





Es decir, que en el caso de una barra larga el ángulo unitario de torsión 
originado por ol bimomento decreco, según la lay exponencial. La velocidad con 
que disminuye éste depende de a, Hallemos el valor do z para el cual el ángulo 
unitario 0. constituyo una magnitud del orden del 5% del valor máximo. Es 
decir, determinomos la penetración práctica do la acción del bimomento a lo 
largo del eje de la barra, A 

0. 


De aquí se obtiene, 
3 ps 
rm ih=3 y E. 
En el caso particular de una sección doble te, 
3 EME 
4 Y GR. 
Cuanto monar es el espesor 8 tanto más lojos se propaga la acción del bimomonto. 
En esto consiste una de las diforoncias do la barra do paredes delgadas do la de 








p 


lle 





b 
Fig. 403. 


sección maciza, lo que ya ss indicó en el $ 10. Del ejemplo guelizado se ve que 
en el caso de tracción o compresión excéntricas do las 

so debo considorar no solamente la fuerza normal y 
las colones transversales, siuo también la magnitud del bimomento, Por ejem. 
plo, en al caso do la barra de sección doblo te solicitada por la fuerza P aplicada 
excóntricamente (fig. 403, a) tendromos, 








h > bh 
N=SP, My=PG, My=PG, BP. 


La tracción do la barre va acompañada aquí por la flexión y, al mismo tiem 
lia secciones reviban desplazamientos angul he propios de la tecsión. 
En el caso do la barra solicitada por un par de fuerzas (fig. 403, 6), en la 
sección extrema también surgo un bimomento cuya magnitud 2=Pch dopondo 
de la distancia c. Así pue en el caso de una barra de sección maciza la posi- 
ción del plano de acción del momento exterior no jugaba ningún papel, en el 
caso de barras de paredes dolgadas la posición de esto plano si es importante, 





Capítulo XI 


PRINCIPIOS DEL CALCULO DE LOS ELEMENTOS 
DE LAS ESTRUCTURAS QUE TRABAJAN POR ENCIMA 
DEL LIMITE DE ELASTICIDAD 


$ 78. Particularidades características del cálculo 
y esquematización del diagrama de tracción 


Todas las cuestiones que hasta aquí so analizaron se referían al 
cálculo de los elementos de las estructuras dentro del dominio de las 
deformaciones elásticas. Sin embargo, la diversidad de los problemas 
que surgen en la práctica salo fuera de los marcos que fija la loy de 

'ooko y, muy a menudo, nos vemos ante la nocesidad de analizar pro- 
blemas relacionados con las deformaciones plásticas do los cuerpos. A 
estos casos se refieren principalmente 
las investigaciones de algunas opera» 
ciones tecnológicas como, por ejemplo, 
el enrollamiento de los muelles o el 
estampado de diferentes piezas. Se cal- 
culan, teniendo en cuenta las deforma- 
ciones plásticas, los elementos, fuerte- 
mente tensados, de las construcciones 
del tipo de las bóvedas de los cohetes 
y Otros muchos. 

Al resolver este tipo de proble- 
mas, la ley de Hooke pierde su va- 

Flg. 404, lidez y la proporcionalidad directa 
entre tensiones y las deforma- 
ciones se sustituye por otra dependencia, más. comploja, que so deter- 
mina por la forma del diagrama de tracción. Si bien en los problemas 
comunes las deformaciones no superan la magnitud de OA (fig. 404), 
en los cálculos donde se admiten las deformaciones plásticas esta li- 
mitación no existe ya y la magnitud e resulta ser mucho mayor, a 
pesar de que sigue permaneciendo despreciablemente pequeña en 
comparación con la unidad. En este caso, se dice que, el cálculo se 
realiza dentro de los límites de las deformaciones plásticas pequeñas. 
Está claro que también se puede plantear el problema de los cálculos 
para deformaciones plásticas grandes, sin limitar el valor de las 
últimas. Estos problemas surgen, por ejemplo, al analizar las opera- 
ciones tecnológicas de forja y del estirado. Estos problemas no se ana- 
lizarán aquí. 
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Debido a que las deformaciones plásticas son pequeñas, a los 
problemas que se analizan en esto capítulo es plenamente aplicable 
el principio de invariabilidad de las dimensiones iniciales, es decir, 
que, al plantear las ecuaciones de equilibrio, se puede considerar 
que el sistema deformado plásticamente se diferencia poco del sistema 
sin deformar. 

El segundo privcipio fundamental, principio de superposición 
de las fuerzas, en este caso no se cumple. Esto se ilustra de manera 
clara en el ejemplo de la figura 405. Supongamos que sobre la barra 
actúan las fuerzas P y-P, y que la primera de ellas es suficientemento 
pando para octgines un la Darca delomiaciónss pláticas: Los; alar 

'mientos de la barra correspondientes a la aplicación directa de las 
fuerzas y a la aplicación invertida son, como vemos, diferentes. 

Tampoco coinciden las relaciones entre las tensiones y las defor- 
maciones en los casos de carga y de descarga. Es por esto quese hace 


” 
a 
A 








Flg. 408, 


diferencia entro la deformación activa y pasiva de la probeta. En 
el caso de la deformación activa las tensiones crecen, mientras que 
en el caso de la deformación pasiva, disminuyen. Así pues, el tramo 
OBC del diagrama (fig. 404) corresponde a la deformación activa y el 
tramo CF, a la pasiva. La deformación que se mide por el segmento 
OD (tig. 404) se puede interpretar como la suma de una deformación 
puramente plástica, deformación irreversible OF, y de otra doforma- 
ción elástica FD, que desaparece después de retirar la carga. Así 
pues, la deformación de la probeta no es ni puramente plástica ni pu- 
ramente elástica. 

En el caso de cargas grandes, álgunas veces, se puede prescindir 
de las deformaciones elásticas en comparación con las plásticas. 
Si las deformaciones plásticas y las elásticas son del mismo orden se 
suelen denominar deformaciones elástico-plásticas. Este mismo tór- 
mino se refiere, también, a las deformaciones de los diversos cuerpos 
en los que existen zonas de deformaciones elásticas y zonas de deforma- 
ciones plásticas. 
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En vista de la aparición de deformaciones plásticas en las estruc- 
turas, adquiere gran importancia la cuestión de los principios gonera- 
les de realizar los cálculos. En el caso de deformaciones plásticas, 
como regla general, no se puedo aplicar el método do cálculo por teo" 
siones admisibles. En este caso se juzga sobre la utilidad de la estruc- 
tura o por la magnitud de los desplazamientos que se desarrollan o 
por la magnitud de la carga de rotura, carga límite. 

Para introducir la dependencia (e) en las fórmulas de cálculo, 
el diagrama de tracción se esquematiza. En el caso de las deformaciones 
elásticas, en el tramo OA (fig. 404) el diagrama de tracción se acerca 








e e AA 


B 


Flg. 406. Flg. 407. 


a la línea recta y, con gran exactitud, so puede admitir que o es 
proporcional a e. Así se establece la ley de Hooke. 

La posterior esquematización de los tramos del diagrama se rea- 
liza do distintas maneras, según sea el tipo del diagrama y el método 
que se ha decidido emplear para la solución del problema concreto que 
se analiza. 

Si ol diagrama del material tiene escalón de fluencia como, por 
«deaplos en el caso de los aceros pobres en carbono, se puede simplifi- 
car el diagrama por dos rectas (fig. 406). Hasta el límite do fluencia 
tieno lugar la dependencia lineal común y después, cuando la tensión 
d se iguala al límite de fluencia 07, la primera no depende ya de la 
deformación, es decir, 





0=0y 


Está claro que en el caso de deformaciones suficiontemente grandes 
(tig, 406) esta loy deja do sor válida, como antes ocurrió con la ley 
de Hooke. El diagrama de la figura 406:so denomina diagrama de la 
plasticidad ideal. 

Es posible imaginarse la dependencia entre o y e constituida por 
dos rectas también en el caso de ciertos diagramas que no tienen el 
escalón de fluencia (fig. 407). Cuando e<e, obtenemos, 


o=Ée, 
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cuando e> e; 
o—0y=D (ee), 
siendo E y D los coeficientes angulares de las rectas. .D es goneral- 
mente bastante menor que £. Estos diagramas són propios de la mayór 
parte de los aceros aleados. 
En el caso do algunos materiales, como, por ejemplo, ón el caso 
del cobre recocido, el diagrama carece del tramo elástico bien definido 





1d 
0 
Fig. 408. Flg. 409, 
(fig. 408) y puede ser representado por la función siguiente, 
e=40", 


siendo A y n, constantes que se escogen de manera tal que la do- 
pendencia admitida en el tramo de trabajo do variación de e, se 
acerque lo más posible a la curva exporimontal, 

Es importante destacar que la esquematización de un mismo tramo 
del diagrama depende también de los límites de variación de las 
deformaciones en el problema en cuestión. Así, por ejemplo, si las 
deformaciones que se esperan son O<e<e, (fig. 409), entonces ol 
diagrama se debe esquematizar con las 
rectas OA y AB. Si se estudia elcom- ” 
portamiento del sistema para grandes la 
deformaciones, por ejemplo, 0<e<Ee,, 
entonces el diagrama se puede esque- — gy, 
matizar con las rectas OÁ y AC. 

En una serie de casos se puede 2 
prescindir de las deformaciones elás- 
ticas en comparación con las plás- Flg. 410. 
ticas. En este caso, el diagrama de 
tracción se esquematiza con las rectas OA y AB (fig. 410). Mientras 
las tonsiones no superan el límite de fluencia, el cuerpo se puede ¡n= 
terpretar como rígido. Cuando las tensiones son mayores, se considera 
plástico. El material con estas propiedades se denomina material 
rígido-plástico. 

Sea como sea, en todos los casos, la función que representa el 
diagrama de tracción se escoge, ante todo, en función de la forma de 
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la curva, Si en adelante resulta que la función escogida para la solu- 
ción del problema dado conduce a operaciones laboriosas, se escoge 
entonces otra de tal manera que no se afecte la exactitud con que se 
refleja la curva y que la laboriosidad de los cálculos no sea excesiva. 

En muchos casos en lugar de la expresión analítica escogí 
o=((e) se emplea directamente el gráfico o sorecurre a los métodos 
somigráficos o numéricos. Con algunos do los métodos más simples 
nos familiarizaremos més adelante. 





$ 79. Tensiones y desplazamientos en los sistemas más 
simples constituidos por barras, cuando existen 
deformaciones plásticas 





Veamos algunos ejemplos para analizar las particularidades fundamentales 
del comportamiento de los sistemas cuando existen deformaciones plásticas. 
Estos problemas se resuelven de la manera más simple en el caso de sistemas cons- 
títuidos por barras. 


Ejemplo 12.1. Doterminar el alargamiento absoluto que surge en el 
alambre de longitud 1 colgado libremente, bajo la acción del pedo propio, si el 
alambre es de cobre recocido y el diagrama de tracción correspondiente es ol de 


la figura 414. La relación entre el alargamiento e y la tensión o se puede represen 
dar por la función, ds 
e= Ac”. 


Las constantes A y n se consideran dadas, 
A la distancia + del extremo del alambre 
911, 
siendo y, el peso específico del cobro. La deformación, 
e=Ayz". 


El olausmlento absoluto se obtiens, integrando esta expresión sobro la Jongi- 


e pu 
al ayedmar 
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Elemplo 12.2. Determinar los esfuerzos en las barras y el desplazamiento 
del. mudo 4 e. "442, a) en función de la fuerza P. Determinar también las de- 
Toremacionas res aparecen en el sistema después de aplicar la fuerza P 

ds de retirarla. El diagrama de tracción del material tiene un tramo de 
A idad idoal (fig. 442, D). 


y E 





e s12. 

a en todas las barras aparecen deformaciones 
olástic: se determinan por los métodos comunes 
Sáleulo de algtemas hiperestáticos, Como este problema se analizó ya (vénse la 
pág. 45) nos limitamos a escribir los valoros do los esfuerzos en las barras, 


P costa 
Ma: ) 


$» 

T+2cova* 
siendo N,, la fuerza normal en la barra extrema l Ny, en la barra central. 
El desplazamiento del punto' A es igual ento. de la barra cont 

Ny _ PL 

DES 

Esta dependencia sigue siendo válida hasta que en la barra central, donde el 
esfuerzo normal es mayor que en las barras de los extromos, no aparezcan defor- 
maciones plásticas, lo que ocurrirá cuando 
Na=0pF, (12.2) 





(12.4) 








o cuando, 
P=0pP (142co8* 0). 
La tensión en la barra central permanece después constante e igual A op. 
La fuerza N, también permanece constante e igual a op F. Los esfuerzos en as 


SP 
Y 
A 
lp % ' 


Fig. 413. 
barras laterales se doterminan en este caso de la condición de equilibrio del nudo 
(tig. 413). El sistema hiperestático se convierte así en sistema isostático, 


P=opF 
peca (12.3) 
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s Aly 
El desplazamiento del punto A (Mg. 413) será ¿2 6, 


0 Ni Poné 
AZ EF costa ” 2EF Cova" 

En adelante, las tensiones en las barras laterales también se igualan al 

límite de fluencia. Do la expresión (12.3) sé deduca que esto ocurre cuando 


P=0pP (1420034). 


En osto caso al sistemo se convierto en un mecanismo puesto que, al seguír au- 
montando la carga P, no se cumple ya la condición do equilibrio del sistema. La 
fuerza normal no puede ser, de acuerdo con el disgrama de tracción, on cada una 
de las barras mayor que om F y. como resultado, la componente vertical delas 
res fuerzas será igual a o F (1420082) y permanecerá constante. 

Así pue», a sistema nose le puede aplicar una fuerza mayor qué la indicada, 
Esta fuerta deberá considerarse como fuerza Umite para el sistoma dado. En 
algunos casos se la denomina también fucrza de rotura, Está claro que el concepto 
de carga de rotura no refleja cabalmente el contenido del fenómeno. Si el dingra- 
ima do tracción real tiene para valores grandes de e ol tramo do consolidación, 
óntonces puede ocurrir que las fuerzas interiores equilibren después a una fuerza 
* mayor ue la límito. Ésto ocurre, sin embargo, para desplazamiontos muy gran- 
des y para cambios do la forma geométrica del sistema tan considerables, que 
sto último puede considoraree en estado de rotura. 

En la figura 414 están representadas las variaciones de los esfuerzos Ny 
y N, y del desplazamiento da en función de la fuerza P. 





Flg. 414, 


Analicemos ahora la cuestión de las detormaciones residuales que quedan 
en el sistema después de la descarga. Está claro que se tieno en cuenta la soli- 
citación del sistema por fuorzas talos que originan en la barra contral deformacio- 
es plásticas, y que en el caso de deformaciones elásticas vo aparecerán deform: 
¿lonks rosidualos. Por otra parto, lo carga deberá ser interior a la carga límit 

El proceso de descarga es equivalente a la aplicación de una fuerza extorior 

jala la fuerza do carga, poro de signo opuesto, Por lo tanto, las tensiones resí- 
lualés en el sistema se pueden interpretar como la suma algebraica de las tensio- 
Des quo surgen, al aplicar consecutlvamento las fuerzas de la carga y las de la 
descarga, iguales a las primeras, pero de signo contrario. 
Debido »n este caso no es aplicable el principio de suporposición do las 
fuerzas, la aplicación de las fuerzas do carga y de descarga deberá realizarse en 
el orden directo (fig. 415). Las deformaciones originadas por la descarga son 
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sistemas más simples ES] 








elásticas ye 





material sigue equí la ley de Hooke. Por lo tanto; durante la 
descarga, barras a nos esfuerzos determinados por las expresio: 
nes se E: E el caso dela carga los esfuerzos se determinarán por las espresio- 
42.2) y (12.3). Así: pues, los esfuerzos residuales en: las barras serán, 
Ñ Pol Lora y P. 
a rra M0 a" 


En estas expresiones se entiende por. P la carga hasta la cual so el 
coso de dr magnitud se ets as los límites dis Ea 


o 


Fig. 415. 


comienzo de la aparición do las primeras doformaciones plásticas y el valor de la 
carga límite, 





oné (142 costa) <P <onf (1420080). 


as tensiones residuales están autoequilibradas, es decír, que ol nudo do 
las bara oi) so encusatea en equilibrio, “Incluso crando so exteten 
Tusrzas extoriores, 
Merca Nota 
Introduciendo aquí los valores de Y 108 convencemos de que las vx] 
Deer rey dello dorso, 0 id did 


NN 





Fig. 418. 


En la figura 418 está Le pá el diagrama de las fuerzas residuales en 
función de la fuerza de ca '. En la barra central, la fuerza Nayes es de compre- 
sión y en las barras late el las fuerzas residuales son do traccil 

solicitar el sistema de nuevo éste se deforma elásticamente hasta quo la 
fuerza de la segunda solicitación no sea igual a la fuerza de la solicitación pri- 
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mera. Si se sigue cargando el sistema, en las barras aparecerán deformaciones 
plásticas quo varían según las leyes establecidas anteriormente para la primera 
solicitación. 

Ejemplo 12.3. Analizar el trabajo de la barra escalonada (fig. 417, a), al 
solicitarla por la fuerza P. El diagrama de tracción está representado esquemáti- 
camente por dos rectas (fig. 417, 5) cuyas ecuaciones son, 


=Ee para 00 
o—o=D(e=e) para 00 ) 024 


So considera que el diagrama de compresión coincide con el de tracción, 








b 





Jn la primera stapa do a solicitación, cuando el materla so tiene a a Joy 


de Hooke, los esfuerzos en los tramos superior e inferior so determipan por los 
métodos comunes do cálculo de sistemas hiperestáticos. Como, 

Nan+Nac=P (42.5) 
y los alargamientos en los tramos AB y AC son igualos, 


rosulta 1 j 
Nac=3P, Nan=5P. 


El desplazamiento de la sección A será, 


N, 2P1 
au Ye 


Estas relaciones son válidas mientras la tensión en el tramo inferior no al- 
canza el valor de 0%, para , 


P=3 ur. 

El tramo tuforior so dotorma después do manera plástica y el superior, de 
manera olástica. La ocuación (12.5) permanece invariable, mientras quo la ecu. 
ción (12.6) so transforma de acuerdo a la expresión (12.4), 

Hen (12,7) 


Entonces en logar do la expresión (12.6) obtendremos, 


[E (mo). 
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que una vez resulta conjuntamente con (12,5) nos dará, 


D 
P—20P (1 42 p201r (1 
Pa o IO 0 An 
1+G 1444 
El desplazamiento de la sección A será 


P—204P E 
a Ya ñ 


+4 





De la primero, expresión (12.8) doterminamos la fuerza quo origina, en ol tramo 
superior, una tensión igual al límito de fluon: 


P=oP (942 2) k 
ción hallamos, 

Ue sc=l649 
o de acuerdo a la expresión (12.7), 


1 (Mm, Y, 
2 [5 (“Sar +e1 ] =3 (42-0,) +en 
Resolviendo esta ecuación conjuntamente con la ecuación (12.5) obtenemos, 


D 
Nac== PH or (-2) E 


Nas= PP (1-2) % ) 
El desplazamiento del punto 4 en la tercera etapa de solicitación será, 


dle rc=Íz [5—i0s (-3)]- 





En la torcora otapa de sol 





(12.9) 


384 Cap. X1J. Principios del cálculo de estructuras 





La dependencia entro los vsfuerzos, Nan y Mac y ul desplazamiento dy y la 
Juerza P está representada en la figura 438. En esto mismo gráfico se da también 
bl esfuerzo residual Pe, on la barra que resulta después de la descarga. Este es- 
Juerzo será igual para los dos tramos y se obtieno, restando el esfuerzo do la des- 
carga solósticas 1/5 P de la magnitud Nac [fórmulas (12.8) a (12.9)). 


$ 80. Flexión elástico-plástica de la barra 


Veamos el caso de la flexión pura de una barra recta cuando sur- 
gen deformaciones plásticas. Para simplifica: problema conside- 
ramos que la sección transversal de la barra tiene dos ejes de simo- 

tría (fig. 419) y que los diagramas 
de tracción y compresión del ma- 
terial son iguales. Está claro que en 
este caso la línes neutra coincidi- 





$ 





Fig. 419, Fig. 420, 


rá con el eje de simetría z (fig. 419). La relación analítica entre la 
tensión o y la deformación e no se especifica y consideramos que esta 
rolación está dada do manera gráfica (fig. 420). 

Suponemos que en el caso de la barra es válida, como de costum- 
bre, la hipótesis de las secciones planas. Entonces obtendremos 
(véase la página 136), 


E, 
et, (42.40) 


siendo L, la curvatura de la línea elástica de la barra flexionada 
e y, la distancia a la línea neutra. El momento flector ea la sec- 
ción do la barra será, 


M=|0yb dy. (42.44) 
? 


Ahora es posible obtener por el método semigráfico la relación 
entre la curvatura de la barra 1/p y el momento M y, una vez dado 
el momento, determinar la magnitud de las tensiones que surgen en 
la barra. El método más sencillo para realizar este cálculo es el si- 
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guiente. Se fija cierto: valor de la curvatura 1/p y por la fórmula 
(12.10) se obtiene el alargamiento máximo 
ht 
tau "TF 
Se dibuja al lado de la sección transversal ol diagrama de tracción 
(fig. 424) y se marca en él el punto A correspondiente al valor de 
fm, obtenido. Este alargamiento ocurro on las capas más alejadas 
de la línea neutra, Por eso, frente al punto superior de la sección se 


E 











Flg. 421. 


escoge ol segmento O'A” y después el punto O”. Como los alargamien- 
tos se distribuyen en la altura según la ley lineal, unimos los puntos 
O" y A” por una recta que constituye el diagrama de las deformacio- 
nes en la sección. 

Después construimos el diagrama de las tensiones. Para cierto 
valor de y, dado el alargamiento e (punto B”), obtenemos la tensión o 
pena B). Situando en el diagrama el segmento BC se obtiene, a la 

¡erecha, el diagrama de la distribución de las tensiones sobre la altu- 
ra. Se construye después en la altura el diagrama del producto oyb. 
El área de la curva obtenida determina, según la expresión (12.11), 
la magnitud del momento flector. Así pues, mediante las operacio- 
nes realizadas se obtione uno de los puntos del gráfico de 1/p en fun- 
ción del momento M. Fijando un nuevo valor de la curvatura, se 
puede, repitiendo todas las operaciones anteriores, hallar un nuevo 
valor de momento y determinar la posición de otro punto de la misma 
curva. 

Una vez construida esta curva (fig. 422) y dado cierto valor del 
momento, se determina la curvatura de la barra. Se construyo des- 


7] 
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pués el diagrama de las tensiones correspondientes a la curvatura 
A/p que a su vez corresponde al momento dado M. 
Sobre esta base es fácil además determinar las tensiones residua- 
les que se mantienen en la barra después do la descarga. Esto se rea- 
4H liza por el método descrito anterior- 
mente, sumando las tensiones imagi- 
narias de la descarga con las tensiones 
que surgen durante el proceso de car- 
ga. En el caso en cuestión las tensiones 
de la descarga varían en la sección 
según la ley lineal, 





a. 
Y 7 ? Sumando este gráfico lineal al de 
tensiones de trabajo (fig. 423) so ob- 
Flg. 422. tiene el diagrama de las tensiones 


residuales. Es importante indicar que 

las tensiones obtenidas están autoequilibradas. En la sección no 
surgen ni fuerza normal ni momento flector, 

El proceso indicado anteriormente de determinación de las ten- 

siones en la barra flexionada resulta más fácil cuando el ancho de la 











Flg, 423. 


sección b es constante, es decir, cuando la barra es de sección rectan- 
gular, y se simplifica más aún cuando el diagrama de tracción tiene 
el tramo de plasticidad ideal. 

Veamos este caso particular, Consideremos una sección roctan- 
gular de lados b y h y el diagrama de tracción representado en la fi- 
gura 424. Es fácil demostrar que la sección transversal de la barra se 
divide en dos zonas, elástica una y plástica la otra. La magnitud 
yy que determina la línea divisoria de estas dos zonas, se obtiene de 
1 expresión (12.10) 

y=.p. (42.12) 
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A medida que aumenta el momento y, por lo tanto, también, la cur- 
vatura yy disminuyo, es decir, que la zona elástica se reduce. 
El momento flector en la sección, como antes, se determina do 
la expresión (12.11) que en nuestro caso es, 
+4/2 
M=b | oydy. 
ña 
Dividiendo esta integral eu dos, según las zonas, obtendremos, 
“ ma 
M=2 | 0y dy +2b0, S ydy. 
i % 









Y 





o] 


Como en la zona elástica, 


o=El, 
e 


después de realizar la integración hallaremos, 
2 E 
M=3 61 + bo, ( = —5)- 
Teniendo en cuenta que y, de acuerdo a la oxpresión (12.12), es 
n=ep=2, 
de la expresión anterior obtendremos 


m=o—jb0 £, (42.43) 


do donde hallamos, 


(42.14) 
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Al aumentar el momento M, aumenta la curvatura de la barra 
que se hace infinita, cuando 


M =Gbwop (42.45) 


En esto caso p=0 o y, (12.12) resulta igual a cero. Es decir, que la 
deformación plástica abarca toda la sección y el diagrama de las ten- 
siones en la sección transversal de la barra se representa por dos rec- 
tángulos (fig. 425). La capacidad resistente de la barra, on este 
caso, so agota sin que pueda resistir ésta cargas mayores. Está claro 











Flg. 425. Fig. 426, 


quo, de hecho, la curvatura de la barra no puedo ser infinita y el 
caso analizado se debe considerar como caso Jímite. 

La valides de la ecuación (12.14) se limita por el momento M 
tanto por arriba, como por abajo. Cuando el valor del momento es 
pequeño y no existe la zona do las deformaciones plásticas, la curva- 
tura se determina por las fórmulas obtenidas, suponiendo que la re- 
lación entre o y e es lineal, 


12M 
==: (42.46) 








Esta relación será válida hasta que 


es-decir, 





La fórmula (12.44) es vé 
Honto, < MS Fdo 


En la figura 426 está representada la curvatura ¿ en función del 
momento M. 
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Do las expresiones (12.14) y (12.16) se puedo obtener directa- 
mente la curvatura residual que mantieno la Barra después do retirar 
la carga, 


(12.47) 





siendo M la magnitud del momento correspondiente a la carga. 
La curvatura residual se puede obtener también del diagrama, 
como se indica en la figura 426. 





Flg. 428. 


El diagrama de las tensiones residuales está constituido por una 
línea quebrada (fig. 427). Esta se obtiene, restando el diagrama li- 
neal de la descarga del diagrama de la carga. Las tensiones residuales 
máximas son, 

. 12M, 
A 

Ejemplo 12.4, El muelle de la figura 428 se obtiene, enrollando en frío 

un alambro sobre la montura. Calcular el diámetro de la montura Diyon de tal 
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manera que después de enrollado, el muelle tenga el diámetro medio de la es- 
pira dado Demue=25 mun. La sección del alambre es rectangular do altura A= 


=2,5 mm, 
01=50 kgl/mm" y E=2-104 kgf/mm. 
Suponiendo que el ángulo de elevación de la espira es pequeño, considera- 


mos que le espira del muelle es plena. Según la condición, la curvatura residual 
de la espira es, 


'amos la expresión (12.17). Se desconoce el momento M quo en ella fi- 
ra doterminarlo, escribimos la ecuación (12.17) como signo, 


(+08) (6-50) -3(8)" 
(Sta, 20) (+-)=3 10-1, 


La magnitud a so encuentra entre los valores + y F Resolviendo la ecua- 






ción por tanteos obtendremos, 





M E 
rl o eS 10 s 


Calculamos, por la fórmula (1244), el radio de curvatura del alambro solii- 
tado, 







To 
Lar e 
35m 
de donde se obtiene p=42,05 mm, La dimensión de la montura se obtieno, 
restando de osta magnitud la mitad del espesor del alambre, 
Pmon=12,05—1,25=10,8 mm, Dmon =21,6 mm. 


Biemplo 175, El muelle del relo) sa labrica,envolleado una cinta do acoro 
en va núcleo cilíndrico (fig. 429, a). Una vez libre, la lámina adquioro ln forma 
(fig, 429, 6). Determinar la ecuación de esta espiral, si las propiedades 
'an por ol diagrema de la plasticidad ideal. 
¿quiere la forma de la espiral de Arquítedes, 


HO 


.- 















siendo r y q, las coordenadas polares (fig. 429, a), d, el diámetro del núcleo y » 
el sor de le lémina. 

mo el espesor de la civta h es pequeño y el de Ja espiral os, por lo 
tanto, pequeño, se puede considerar que el radio polar os igual- al radío de cur- 








par. 


Entonces, de la ecuación (12.13), se obtiene la magnitud del momento flector 
duraute el eurollamiento, 
des 
+20)" 


1 1,0 
=200 15% 
Mm q 00 (7 
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Introduciendo M on la ecuación (12.17) obtendremos, 

1 0 aY/d Rh Y 
a) (hs) 
Lho 


xxprésión es la ecuación que se busca de la espiral. 











Flg. 429. 





$ 81. Torsión de una barra de sección transversal 
circular en el caso de deformaciones plásticas 


Para investigar la barra en el caso de la torsión elástico-plástica 
es necesario disponer del diagrama de la distorsión del material, es 
decir, de la relación entre el ángulo de distorsión y y la tensión 1 
(fig. 430). Consideraremos que disponemos de tal diagrama. Esta 
puede ser obtenida mediante los ensayos a torsión de tubos de pa- 
redes delgadas. En adelante demostraremos que este diagrama se 
puede obtener también, transformando el diagrama común de trac- 
2). Admitiendo, como en el caso de la torsión «elástica», 
la hipótesis de las secciones planas, obtendremos, 

y=p0, (12.48) 
[véase la fórmula (2.5) del capítulo [I]. El momento torsor en la 
sección será, 











” 
M,=251 1p* dp. 
ó 
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Introducimos en esta expresión la variable y (12.18) en lugar del 
radio p. Entonces, 


Vox 
M5 rs (02:10 
siendo 
Ymax = RO. (12.20) 
La integra! quo figura en la expresión (12.19) constituye el momento 
de inercia del triángulo curvilíneo OAB (fig. 434,a) respecto al eje r. 


En el caso dol diegrama dado se 5 
uede determinar proviamente en 





función de Ya (fig. 431,0). gi 
3 
Y 
is 2225720 y 
Y Veras. 
fro 
0 , A 


Flg. 430, Flg. 431. 
Ahora es ya fácil construir por puntos la relación entre el ángulo 
de torsión unitario 9 y el momento M. 


Fijando el valor de 0 detorminamos, de acuerdo a la expresión 
(42.20), Ynax Y hallamos del diagrama el valor de la integral, 


Vox 
$ me dy 
púra calcular después, por la fórmula (12.19), el valor de M,. Así 
se obtiene un punto de la relación entre 0 y M/. Repitiendo esta opo- 


ración varias voces obtenemos toda la curva 0=/ (M,). Cuando el 
momento es pequeño y la curva 


To =1 aa 


no se puede construir con exactitud suficiente, recurrimos/a la 
dependencia lineal común dentro de los límites de la ley de Hooke, 


8 E / (12.24) 
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Todas las operaciones posteriores para el establecimiento de la 
ley de distribución de las tensiones en la sección transversal de la 
barra para la determinación de las tensiones residuales y do los án- 
gulos residuales son análogas a las que so analizaron en el parágrafo 
anterior para el caso de la flexión de la barra. 

Sin repotir aquí estas operaciones, las ilustraremos solamente en 
el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 12.6. El muelle cilíndrico enrollado de la fígura 432; a se compri- 


mo hasta que las espiras no entren en contacto. Determinar del muel 
después de la descarga, si antes de ella era «=10 mun. Las dimensiones del muelle 





de 


a) 





Flg. 432. 


ntes: D=20 mm, d=4 mm, ol módulo de la distorsión G== 
. El diagrama de la distorsión del material está dado por la curva 








do la figura 432, 
Cuando el asiento dol cuello es igual a uns espira 

h=:—d. 

Al mismo tiempo, 
D 

1-3 0, 
siondo 1, la longitud de la espira que es igual a 1D. Así pues, 

:—d¿=5 0%, (12.22) 





quí so obtiene el ángulo de torsión unitario O, que surge va el alambre 
cuando se juntan las espiras, 


0= 





¡4 





=0,00855 mm. 


Después so obtieno, 





0,0191. 
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Ubicames la megnitud de ym sobre el diagrama do la distorión (ig, 482,0) y, 
dividiondo el área en partes, calculamos el momento de ¡nerch ds einglo 
OAB respecto al eje +. Una vez realizados los cáleulos obtendremos, 
Ymax 
$ y? dy=0,455-10-4 kgf/mms. 


ó 





Hallamos, por la fórmula (12.19), el momento Lorsor, 
nn 328 kg!-mm 


or la fórmula (4221), el ángulo de torsión unitario correspondiente a las 
deformaciones elásticas, 


02 gr =0poro mm, 
E 


Hallamos ahora la «recuperación» elástica del muelle después de la descarga. 
Do la expresión (12.22) obtendremos, 


ties —d== 20*-0,00170=4,07 mm. 


El paso del resorte será 
tio =1,0744=5,07 mam. 


mayor plenitud calculomos la loy de distribución de las tensiones ro- 
sección transversal del resorte. Para ello comenzamos por construir 


048 12416 Kgf/mm Tkpgl/mmz 
a 5 


Flg. ha 








e diagrama, de las tensiones correspondiente a la carga. De acuerdo a la expresión 

(42.16), el ángulo de distorsión a la distancia p del centro del círculo será. 
y=0,00955p. 

Fijando ciertos lores de p calculamos la tensión x y, punto por punto, construi- 


mos al dlngram de la figura 483,2. Do esto diagrama so restan las tensiones que 
Epiones parla fseuielo le lo descarga elástica, 


Mp e 





+ 


— qa =1,30p kgf/muo*. 


La diferencia entre las tensiones de la carga y la di dará l tud 
de las tansiones residuales (fig. 433, iS ce 
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$ 82. Fundamentos del cálcalo según el método 
de las cargas límites 


En los cálculos de la resistencia de las estructuras el más difun- 
dido es el método de cálculo que parte de las tensiones. De acuerdo 
a este método fueron expuestos todos los capítulos anteriores del 
curso. Sin embargo, como ya se ha dicho, éste no es el único método. 

En una serie de casos es preferible introducir el cáleulo por car- 
gas de rotura o por cargas límites de las cuales las cargas de trabajo 
constituyen una parte determinada. 

La razón entre la carga límite y la de trabajo so denomina coefi- 
ciente de seguridad por cargas límites. Su magnitud se fija, como ge- 
neralmente se hace, en función de las particularidades de la estruc- 
tura que se diseña. 

En los problemas que analizamos en este capítulo ya tuvimos la 
oportunidad de familiarizarnos con el concepto de carga límite. 
Así, por ejemplo, en el sistema constituido por tres barras (fig. 412) 
esta fuerza resultó ser, 


Pym =04F (1 +2c05a) 
y en el caso de la barra de sección rectangular el momento flector, 
1 
Min = 0,01. 


Generalizando los resultados obtenidos se puede decir que se en- 
tiende por carga límite, en el caso general, la carga que agota la 
capacidad del sistema de admitir carga creciente, o la carga que ori- 
gina variaciones tan considerables de las dimensiones geométricas 
del sistema que éste deja de cumplir las funciones para las que fuo 
diseñado. 

La manera más fácil de asimilar los métodos de determinación 
de las cargas límites es analizar problemas concretos. Veamos algu- 
nos ejemplos. 


Ejemplo 12,7. Determinar 1 de rotura en el caso del sistema do tres 

barras (dig. 434) considerando que el diagrama de tracción de las barras Liono un 

tremo de consolidación y que la rotura ocurre cuando la tensión es 9,; (fig. 434). 
La ecuación del tramo olástico del diagrama es, 


o=Es 








y la dol tramo de consolidación, 
o—01=D(e—ep. 


Consideraremos carga de rotura aquella que conduce al fallo de la barra 
central. Esto ocurre cuando el alargamiento e, es igual a 8,. Calculemos el 
alargamiento e, que en ost caso aparecerá on tada una de las barras latoralos, 


Al¡=Al, cos. 
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Teniendo en cuenta que A 
os 
obtendremos 
e, =e,costa. 
Es decir, que en el momento do la rotura de la barra central, el alargamiento 
de las lateral 








Las tensiones serán las siguientes; en la barra central o, y en las latorales o, 


0,=0/+D (8, costa—ej), 
» 
Ñ acosta > e 
01 =£e,cos*a, 
si 


e, costa < ap 
La carga límite seré, 
Pria=0,F +20,P cos a. 
Introduciendo 0, hallaremos, 
Pum=0,F +201F cos a-+-2PD (e cos* a—ey) cos a 
a e,costa > ep, Ó 
ee 4 Púa =0;f +28Fe, cos? a 
para e, costa < ef. 
Ejemplo 12.8. Determinar la carga límite para ol sistema de le figure 435, a, 
Se supono que la viga es rígida y que las barras tienen igual socción transversal 
son del mismo material cayo dagrama de tracción está representado en la 
figura 485, da 
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Analizamos ahora la segunda variante. Suponemos que el límite de fluencia 
se alcanza On las ¡ma de los momentos respecto 
al punto A (fig. 436, b) 


apPia cos a +01 Fa= Pa 0, Pr 01 (1-+4co 0). 





Do los dos valores de Pim obtenidos escogemos ol menor. Independientemente del 
valor dox, el segundo valor de Py será el menor. 


Ejemplo 42.9. Determinar la cargo límito pora la viga do la figura 437, 
La cocción tranoversal es roctemgular y ol diagrania es corrospondi la 
jad ideal. 

resolver este problema y otros semejantes a 6l, conviene introducir el 
concepto de articulación plástica. 

Analicemos el proceso de propagación de la zona de las deformaciones plas- 

, al aumentar la carga. Las deformaciones plásticas surgen primo- 

puntos situados las superficies superior o inferior, on las 

secciones más cargadas. Las zonas de las deformaciones plásticas correspondien- 

tes a cierto valor de la carga 2 aparecen rayadas on la figura 438. A) crocer la 

jas zonas de las deformaciones plásticas se oxtiendon. Se puede considerar 

rte sección donde actús ol momento flector má- 
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fimo, laz sonas plásticas so unen, como esto so sepcesenta en la figura 438 por 
la línoa de puntos. Entonces las deformaciones plásticas abarcarán toda la sec- 
ción y el momento flector en ella alcanzará así el valor límite. Como se demostró 
en el $80, en el caso de una sección rectangular, 


1 
Min=G AB. 
El momento flector no puedo ser mayor que el momento límite, La sección 


donde surge el momento límite se puede interpretar como una articulación con 
un momento constante originado por la fricción, Esta articulación se denomina 





Flg. 438, 





articulación plástica. Está.claro que si en la viga o en el pórtico surgon vari 
articulaciones plásticas, estos sistemas se pueden convertir en mecanismo: 

Volviendo a la viga en cuestión, vemos que su estado límito so ceractori: 
por la aparición do tros articulaciones plásticas (fig. 439). Do la condición de 


a Min Mim 
E ve 3 
pt 
Mim 








Fig. 439. 
equilibrio de la mitad de la viga obtendremos, 
Pro Mun (12,23) 
6 
Pro. 


Para completar el ejemplo analizado, en la figura 440 están dados algunos 
sistemas biperestáticos y los mecanismos articalados correspondientes. 
n el caso a) 





En el caso 6) 
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En el caso c) 


En el caso d) 
Ma TE" 








La magnitud de a se establece de la condición del máximo del momento 
lector en las articulaciones 4. Suponiendo que a la distancia a de los apoyos la 
LE 





Flg. 440, 


fuerza cortante es Q=0, obtendremos, 
VEA), a E (/T, 


Al variar la configuración de la sección transversal, on estas oxprosiones va- 
ría solamente la magnitud de Ma 4 


Ejemplo 12.10. Determinar fa para las secciones transversales circular 
y triangular. 

En los dos casos la zona do fluencia abarca toda la sección (fig. 44) y, por 
lo tanto, el momento límite es igual al momento expresado por la tensión Cons- 
tanto 0,. En el caso del círculo, 


nm 
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2d 
Como eggs 


MAR. 

En el caso de la sección triangular se debe, ante todo, obtener la posición 

del eje divisorio, es decir, la magnitud de h,. Esta se determina de la condición 

de igualdad a cero do la fuerza normal en la sección o de la igualdad de las áreas 
de la zona suporior traccionada y de la zona inferior comprimid 








Flg. 461, 


El momento límite es igual a la suma de los momentos de las fuerzas co- 
rrespondientes a las dos zonas, 


My= 00 (- Y). 
$ 83. Fundamentos de la teoría de la plasticidad 


Hasta aquí hemos analizado los estados tensionales más simples. 
Analizábamos solamente la tracción o compresión axial y la distor- 
sión pura. En estos casos se consideraban conocidas las característi- 
cas del material en el estado tensional correspondiente y, por lo tan- 
to, la solución de los problemas no presentaba dificultados de prin- 
cipio. 

Al pasar a problemas más complejos surge, ante todo, la pregunta 
de cómo relacionar analíticamente las tensiones y las deformacio- 
nes en otros estados tensionales y, lo que es muy importante, cómo, 
conociendo los resultados de los ensayos de la probeta a tracción, 
aplicarlos a los casos de estados tensionales complejos. 

En el dominio de las deformaciones elásticas este problema se 
resuelve relativamente fácil. 

En la tracción es válida la loy de Hooke, en su forma más simple, 

o=Et. 

En el caso del estado tensional complejo las relaciones lineales 
do la ley generalizada de Hooke son, 

Le 


=$ loa (0, +00) r=H. 
50, 1(0,+0,). Ye = 3 (42.24) 


e= Fla (+0), 17 =2 
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Las condiciones de paso del estado elástico al plástico se pueden 
obtener por las fórmulas de una do las hipótesis del estado límite. 
Como sabemos ya, en la actualidad existen. varios criterios que de- 
terminan el paso del estado elástico al plástico. Los más aceptables 
son: la teoría de Mohr de la cual so deduce, como un caso particular, 
la hipótesis de las tensiones tangenciales máximas y la hipótesis de 
la energía de la variación de la forma. La más cómoda para la elabo- 
ración de las relaciones de plasticidad es la última. Según esta hipó- 
tesis el paso del estado elástico al plástico ocurre cuando la magnitud, 








A A ES E TRI AN 
(42,25) 
denominada intensidad de las tensiones, alcanza el límite de fluencia 
(Vésso el $ 58). 
La magnitud o, en el estado olástico se puedo expresar a través 
de las deformaciones, mediante las relaciones (12.24). Después de 
ciertas transformaciones se obtiene, 








y- 





Er V (er 00 000 (00) + FA EME 
Designamos 


yz 
red 





PE ++ vt) 
(12.26) 


y denominaremos esta magnitud intensidad de las deformaciones. 
En ol estado elástico es válida la relación, 


0,=Ee, (12.27) 


que se puede interpretar como una de las formas de la ley de Hooke- 
generalizada. 

Es necesario establecer ahora la rélación entre las componentes 
de las tensiones y de las deformaciones en el estado plástico. La de- 
terminación de estas relaciones y la solución, sobre la base de las 
mismas, de toda una serie de problemas de la mecánica de los cuerpos 
continuos constituye el contenido de la. teoría de la plasticidad. 

Las relaciones entre las componentes de las tensiones y las com- 
ponentes de las deformaciones en la zona plástica deberán ser tales 
que, en el caso de deformaciones elásticas, éstas se conviertan en 
relaciones (12.24). Pero esto no es suficiente. Es necesario también 
que de estas relaciones de plasticidad se pueda deducir la hipótesis 
de los estados tensionales límites admitida anteriormente, es de- 
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cir, en este caso, la hipótesis de la energía de la variación de la forma. 
Entonces las relaciones que se buscan constituirán una amplificación 
lógica de las leyes establecidas con anterioridad. 

Para las leyes de plasticidad conviene escoger la misma forma de 
escritura que para las loyes de elasticidad. Entonces en lugar de escri- 
bir 


5=/(), 


siendo f(e) una función dada gráficamente por el diagrama de 
tracción, podemos escribir, 


dd 0=Et, (42.28) 
donde E' se considera función de la de- 
$ formación e. 
Del diagrama de la figura 442 so 
desprende que 

o 

0 E=z 
Cuando, as deformaciones son clásicas 

. 442, (fig. 442) 
ES Y=9 E=E 


Al pasar al estado tensional complejo sería muy cómodo gene- 
ralizar de la misma forma las relaciones (12.27), admitiendo 


0,=Et, (12.29) 


siendo E”, también una magnitud variable. Así so obtiene una rola- 
ción única (12.29) para todos los tipos de estados tensionales. 

En el caso de las deformaciones elásticas la expresión (12.29) 
se convierte en (12.27), mientras que el paso del estado elástico al 
plástico se caracteriza por la igualdad 


0/=0. 


Según la expresión (12.25) se obtiene así la hipótesis de la energía 
de la variación de la forma. Gran cantidad de experimentos, realiza- 
dos para comprobar esta suposición, demostraron que es válida para 
una clase muy amplia do casos concretos. 

Así pues, queda establecido que la función tipo (12.29) 





0¿=E'*, 


depende esencialmente de las propiedades del material y casi no de- 
ponde del tipo del estado tensional. Esta afirmación sirve de puato 
de partida en la teoría de la plasticidad. 
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La segunda suposición de la teoría de la plasticidad la constituye 

la condición de que la variación del volumen, 

e=e. e, +e 
permanece completamente elástica. Esto está en buena concordancia 
con los resultados de los ensayos. Incluso con las presiones que nos 
proporciona la técnica moderna nose consigue, en el caso de compre- 
sión triaxial, la aparición de deformaciones plásticas en el mate- 
rial, 

Cuando se deforma el material, las deformaciones plásticas, como 
regla general, son mucho mayores que las elásticas. Como e es una mag- 
nitad del mismo orden que las deformaciones de los alargamientos 
elásticos, generalmente se admite que, duranto las deformaciones 
plásticas, el volumen varía de manera insignificante. Entonces, al 
elaborar las fórmulas que relacionan las componentes de las tensio- 
nes y las componentes de las deformaciones en la zona plástica, se 
admito 





1 
uz. 
Planteemos ahora las relaciones que se buscan. Indiquemos, 
ante todo, que en el caso de tracción monoaxial, cuando, 
0,=0, 0, 
e¿=8, == 


ty ==, 27, =0, 
Pe, ya = Vox = Yy =0, 
la intensidad de las tensiones o, (12.25) y la intensidad de las dofor- 
maciones e, (12.26) se convierten respectivamente en a y e. Es decir 
que la expresión (12.29) coincide ton la expresión (12.28), siendo esta 
última la expresión analítica de la curva del diagrama común de trac- 
ción. Pero, deacuerdo a la primera suposición de la teoría de la plas- 
ticidad (12.29) es única para todos los estados tensionales. Por lo 
tanto, en nada se diferencia de la relación común dada por el diagra- 
ma de tracción. Es necesario solamente colocar sobre los ejes de coor- 
denadas no g y e, sino 0, y e, (fig. 443). Entonces obtendremos, 
lo E=2A 
“ 
es decir la magnitud del módulo variable. 
Escribimos ahora de manera análoga a las expresiones (12.24), 
las relaciones de plasticidad, 

















3 Ú 
e [o,—10, +00], 17: 57 


7] a 
1 
y=í [o,—4(0,+0)], 102 ton (42.30) 
e=3 [0,—7(0,+0)]. 12% 1,,, 
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donde 
E 


C=1+ 


se transforma, teniendo en cuenta que .=3, es decir, 
Fat Ez 
0=3E=3L. 
Las relaciones de plasticidad expuestas no son absolutamente 
exact so se consideran justas, por lo menos, para los tipos de 


solicitación cuando las fuerzas exteriores, durante el proceso de carga, 
crecen proporcionalmente a cierto parámetro, por ejemplo, al tiempo. 











Se puedo demostrar que en este caso los ejes principales del estado 
tensional, al variar las fuerzas exteriores, mantienen su dirección. 
Esto tipo de deformación se denomina deformación simple y el tipo 
de carga, carga simple. 

Veamos algunos ojemplos de ciertos próblemas, para la solución 
de los cuales es necesario el aparato de la teoría de la plasticidad. 


Ejemplo 12.11. Al resolvor el problema de la torsión elástico-plástica de 
una Barre de sección transversal circular, chocamos con la necesidad de disponer 
ma de la distorsión del material en el dominio de las deformaciones 
pl ,. Este dingrama se puede obtener o directamente del ensayo a torsión 
o transformando el diagrama de tracción mediante las relaciones de plasticidad. 

El problema se plantea de la manera siguiente; dado el diagrama de trac- 
ción o==f (8), construir el diagrama de la distorsión Al (mM. á 

Recurrimos a las fórmulas (12.25) y (12.26). En el caso de tracción o/=ú 


y £,=>. En la distorsión, suponiendo p=-3, se obtieno o,=1/3, ema Ag: Co 
mo la relación oy=/ (ep, es única para todos losjestados tensionalos resulto que 


las relaciones 0=f (0) y 1V3=4 (5%) son idénticas. La transformación del 


diagrama consiste pues en la simple sustitución de o por 1/3 y de e por). 








Para obtener el diagrama de la distorsión es necesario en cada púnto del diagrama 
de tracción dividir la ordenada por Y3 y multiplicar la abscisa también por 
V3 (ig. 444). 
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Ejgenrio 13.12. Determinar el aumento del diámetro del tanque cilíndrico 
ses '5, a) en fonción de la magnitud de la presión p. El diagrama de tracción 
lel matorial está dado en la figura 445, 


, d. D=4 800 mm y h=10 mm. 
Las tensiones axial y circunfere 


»ncial en las paredes del cilindro son, 
1) 

0202 e, 20 =be. 

Según la fórmula (12.30), 














6 
e, pD 
np. 
a 
O hgl/mint 
2 
z 
15 b 
10 1] 
5 
ol 
se 
3 
Fig. 445. 
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ptglcnz 
Flg. 446. 
El aumento del diámetro será, 


EI 12.31 
50% cd 
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De la fórmula (12.25) se obtiene, 
rr ERA 


El orden de construcción de la relación eutro AD y la presión p es el siguiente: 
fijando un valor de p se obtiene o, y después, del diagrama del ensayo, £,. De la 
expresión (12.31) hallamos AD y, punto por punto, se construyo el diagrama de 
la relación on cuestión (fig. 

La solución obtenida es , claro está, cuando so trata de valores peque- 
ños de ÁD quo son despreciables en comparación con el diámetro D. De lo con- 
trario, sería necesario en las expresiones de 0% y ay considerar la variación del 

'Ámotro. 


Ejemplo 12.13. Para obtoner la fuerza do la onda de choque que surge du- 
rante una explosión so emplean con frecuencia membranas finas de plomo 
(fig. 447). Bajo la acción do la presión, la membrana recibe cierta flecha residual 
y por la magnitud de ésta se juzga sobre la fuerza 
dela onda. Determinar la relación entre la flecha 
de esta membrana y la presión. 



























S 
SN 
RSS 









Ñ 






Flg. 447. 





El probloma so resuelve de manera aproximada, suponiendo que las tensio- 
nes se distribuyon uniformemente en el espesor de la membrana y que la forma 
de la mombrana flexionada so aproxima a una suporficio esférica. Esta suposí- 
ción, sin afectar considerablemente a los resultados cuantitativos, simplifica 
en gran medida la solución * . 

'Dosigiamos por p el radio de curvatura de la superficie esférica y por %, 
la mitad del ángulo centra! del segmento (fig. 448). Está claro que p=a/sen 
6, teniendo en cuenta que a es una magnitud pequeña, 


a 
ee 
siondo a, el radio do la membrana, 
La flecha de la mombrana será, 


iaa. 





La solución exacta del problema pertenece a A. A. Iliushin y se expone 
en su libro «Plastleidad», Gostejizdat, 1948, ed. rusa. 
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Las tensiones meridionales y Sosa cn la mebraca valen, 
s=0=% => (42.32) 


Por último, los alergamientos on la membrana se pueden obtener por la difo- 
rencia entro la longitud del arco AC y la cuerda AB, 








Pe tl. e) 


Veamos ahora las relaciones do plasticidad (12.30). Admitimos que 
0,=0, Og=0% Y 0y=0p 


Q (0.700). eE (9 -30m), 


Entonces 





ta 
de donde se obtiene, 
4 1 
m3 7 ( +34). aL 2 (a+ 
Introduciendo Om y 0; en la torcera de las expresiones (12.30) hallamos, 
e=— (n+ep). 
Introducimos ez en la expresión de la intensidad do la deformación 


(12.26). Entonces, 
“7 VITA. 


Pero ty =ep=e y, por lo tanto, e,=2e o, do acuerdo a la expresión (12.33), 








(42.34) 


Por último, teniendo en cuenta que 0,=0 y 0m=0,, la expresión 
de 0; (12,25) se reduce a la siguiente, 





12.35) 








£l orden a soga para la construcción ela olación queso busca es el siguon- 
te. Se fija la flecha ) y, porta iérmula (1230 o calcula 6, Se determino ds. 
pués, por el diagrama de tracción a/a agnitud de 9, y. por la fórmula 
Me4d la posión p correspondiente ala cr Así, punto por punto, 
so construye el diagrama en cuestión. 





Capítulo XIII 


RESISTENCIA EN EL CASO DE TENSIONES 
QUE VARIAN CICLICAMENTE 


$ 84. Nociones sobre la resistencia a la fatiga 


Muchas de las piezas de las máquinas, durante su trabajo, se so- 
meten a tensiones que varían en función del tiempo cíclicamente, Así, 
por ejemplo, las piezas del mecanismo de biela y manivela del motor 
do combustión interna (fig. 449) se encuentran bajo la acción de fuer- 
zas que varían periódicamente. La ley de variación de estas fuerzas 








a A 
AMI 
lec Pa 


l 
my 
Fig. 449, Flg. 450. 





se determina por el diagrama indicador y las particularidades cine- 
máticas del mecanismo. 

El eje del vagón que gira junto con las ruedas (fig. 450) también 
so somioto a tensiones que varían cíclicamente aunque las fuerzas 
exteriores mantienen su magnitud. Esto ocurre como resultado de 
que las partículas del ejo en rotación se encuentran, alternativamen- 
te, en la zona do tracción y en la de compresión. 

En la figura 450 está representado el diagrama de los momentos 
flectores en el eje del vagón. En el punto A de la sección transversal 
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(fig. 450), 
Mad 
A 


s= 


La distancia y del punto A a la línea neutra varía en función 
del tiempo como sigue, 


y=2 senal, 


siondo «, la velocidad angular de rotación de la rueda. Por lo 
tanto, 


(9 =5P son ot. 


Así pues, la tensión normal en las secciones del eje varía se- 
gún la sinusoide de amplitud, 


PaD 
a: 
(tig. 451,b). 

Los ensayos demuestran que, cuando se trata de tensiones alter- 
nadas, después de cierto número de ciclos, puede ocurrir la rotura 
de la pieza, mientras que cuando actúa la misma tensión y permanece 
invariable en tiempo tal destrucción no ocurre. 

El número de ciclos hasta el momento de la rotura depende de la 
magnitud de a, y varía entre amplios límites. En el caso de grandes 
tensiones, para la destrucción son necesarios 5—10 ciclos, Esto se 
puede observar bien en el ejemplo del trozo de alambre que se dobla 


as 


6) 





Flg. 481. 


ropetidas veces (fig. 452). Cuando las tensiones son menores, la pieza 
resiste millones y miles de millones de ciclos y en el caso de tensiones 
menores aún, puede trabajar un tiempo infinitamente largo. 

Después del fallo, en la superficie de rotura de la pieza se distin- 
guen generalmente dos zonas bien definidas (figs. 453 y 454). En una 
de ellas, los cristales se pueden ver a simple vista con gran dificultad. 
La microsuperficie de rotura es lisa. En la otra zona, se observan 
claramente las huellas de una ruptura frágil. Los cristales tienen can- 
tos puntiagudos y una superficie limpia y brillante. 
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Flg. 453. 


La primera impresión es que este tipo de fallo está relacionado 
con la variación de la estructura cristalina del metal. Así se expli- 
caba, a su tiempo, la destrucción en el caso de tensiones cíclicas. 
Este fenómeno recibió entonces el nombre de fatiga y la dirección 
de las investigaciones relacionadas con la resistencia, resistencia 
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a la fatiga. Después varió el punto de vista sobre las causas de la 
destrucción a la fatiga, pero se mantiene aún el término. 

En la actualidad se ha demostrado que durante las cargas cícli- 
cas no varía la estructura del metal. El comienzo de la rotura tiene 
un carácter puramente local. En la zona de las tensiones grandes ori- 
ginadas por diversos factores de origen constructivo, tecnológico o 
estructural, pueden aparecer grietas microscópicas. Al variar repeti- 
damente las tensiones, los cristales que se encuentran en la zona de la 
grieta comienzan a destruirse penetrando así la grieta en el interior 
del cuerpo. 

Las superficies de contacto en la zona de la grieta originada se 
someten a interacciones de roce y, como resultado, los cristales se 
pulen y las superficies adquieren el aspecto de la estructura de gra- 
nulación fina. Así se origina una de las zonas de la superficie de la 
futura rotura. 

Como resultado del desarrollo de la grieta se debilita la sección 
y, en la última etapa, tiene lugar la ruptura brusca. La superficio 
de ruptura aparece con los cristales bien pronunciados y sin altera- 
ciones. 

En la fotografía de la figura 453 se puede observar que la destruc- 
ción de la barra fue consecuencia del desarrollo de la grieta que sur- 
gió en el borde de la sección. La destrucción del carril (fig. 454) se 
debe al desarrollo de la grieta que apareció dentro de la sección, en 
la zona de algún defecto local. El carácter de la rotura permite juz- 
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gar sobre la dirección del desarrolio de la grieta. Generalmente se 
ven claramente las líneas del frenado («descanso») de la grieta que 
están relacionadas con la variación del régimen de trabajo de la pieza 
y con la de las particularidades de la estructura del material en la 
sección. 

El análisis teórico de la resistencia a la fatiga presenta grandes 
dificultades. La naturaleza de la destrucción por fatiga se determina 
por las particularidades de la estructura molecular y cristalina de la 
materia. Por lo tanto, el esquema de la materia continua que se aplicó 
con éxito en los problemas que hasta aquí se analizaron, en este caso 
concreto no puede servir de base satisfactoria para las investigacio- 
nes. Para crear una teoría suficientemente ela a de la resistencia 
a la fatiga es.necesario penetrar en las particularidades de la estruc- 
tura de los cristales ¿a las ligáduras entre los cristales y recurrir 
después al aparato de la estadística y de la teoría de probabilidades. 

En la actualidad, sin embargo, los fundamentos teóricos de la 
teoría del cuerpo sólido no se encuentran en la etapa de desarrollo 
que permita crear los métodos de cálculo de la resistencia a la fatiga. 
Es por esto que resulta necesario, manteniendo todas las suposicio- 
nes de la mecánica del cuerpo contínuo, ir por el camino de la acu- 
mulación de datos experimentales que, en su conjunto, permita 
borar las reglas pertinentes para orientar los cálculos. La agrupación 
y sistematización de los datos experimentales constituye en la ac- 
tualidad el contenido de la teoría de la resistencia a la fatiga. 

La falta de suposiciones fijas en esta tooría impido que sea ésta 
una teoría rigurosa. Las dependencias obtenidas experimentalmente 
ho son pues universales y los cálculos dan una exactitud relativamen- 
te pequeña. 
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Comencemos por el caso dol estado tonsional monoaxial. 
La ley de variación de la tensión principal o en función del tiempo 
está ropresentada en la figura 455. Las tensiones máxima y mínima 


del ciclo s0n O.p4x Y Gmyn- La razón de estas tensiones se denomina 
coeficiente de asimetría del ciclo 
Salar. (13.4) 
a 


Cuando Opyx=—0my» T=—1 y el ciclo se denomina ciclo simétrico. 
Este ciclo ocurre :ularmente on el ejemplo analizado anterior- 
mente del eje de rotación del vagón. Si Opy=0 6 Opyx=0 se dice 
que el ciclo es de pulsación (fig. 456). En este caso r=0. En calidad 
de ejemplo de.este cielo se puede señalar la solicitación de los dien- 
tos de: la rueda dentada al transmitir un momento. 
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Fig. 468, 


414 Cap. XIII, Resistencia en coso de tenstones 





Los ciclos con iguales exponentes de r se denominan ciclos se- 
mejantes. 

Cualquier cielo puede ser interprotado como el resultado de la 
superposición de la tensión constante 0,, y la tensión que varía según 
el ciclo simétrico de amplitud o, (fig. 435). Está claro que 


= mas Teno, (13.2) 





dy martin, 








El proceso de formación de la griet: el caso de tensiones alter- 
nadas está relacionado con la acumula: de deformaciones plásti- 
cas. Es de esperar, por lo tanto, que la resistencia a la fatiga se deter- 
mina solamente por las tensiones máxima y mínima del ciclo y no 
depende de la ley de variación de las tensiones dentro del intervalo 
Omax—Omin: Por lo tanto, los ciclos representados, por ejemplo, en 
la figura 457 son equivalentes. Como lo demuestran los ensaygs, 
la influencia de la frecuencia de la variación de las tensiones tampoco 
tiene importancia. Así pues, para juzgar sobre la resistencia a la fa= 
tiga en el caso del ciclo dado es suficiente conocer solamente los va- 





so origina por el peso colgado de los grilletes 4 y 5. El número de re- 
voluciones de la probeta so fija en el contador 6. Cuando se rompe la 
probeta, el motor 7 se desconecta automáticamente por el botón 8. 

Para los ensayos en el caso de ciclos asimétricos se recurre o a 
máquinas especiales o se introducen dispositivos adicionales. Así, 
por ejemplo, se puede establecer en la probeta que se ensaya un re- 
sorte que origine una tracción constante con una tensión igual a 0, 
(6, 460). Durante el ensayo esta tensión so suma a la originada por 

la flexión que varía según el cielo simétrico. 

Mediante repetidos ensayos (si se dispone del número suficiente 
de probetas) se puede determinar el número de ciclos que resiste la 
probeta hasta destruirse en función de la magnitud de 6,,,, del ciclo, 
Esta dependencia tiene el aspecto de la curva de la figura 461. Como, 
generalmente, el número de ciclos aumenta rápidamente, al disminuir 
Omay» es preferible generalmente ubicar sobre el ojo de las abscisas 
no el número N, sino su logaritmo lo que permite construir el diagra- 
ma de manera más compacta (fig. 462). 

El ensayo demuestra que, en la mayoría de los metales ferrosos, 
so puede indicar la tensión máxima mayor que el material resisto 
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Flg. 459. 


sin destruirse, independientemente del número de ciclos. Esta ten- 
sión se denomina límite de resistencia a la fatiga y se designa por 
0,, siendo r, el subíndice correspondiente al coeficiente del ciclo. Asi, 





a 





Flg. 461. 





en el caso del ciclo simétrico, el límite de resistencia a la fatiga se 
designa por 0_,, en el caso del ciclo de pulsación por 07, etc. 

En el caso de metales no ferrosos y de aceros templados de gran 
dureza no se consigue establecer un número de ciclos tal que la pro- 
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beta resista sin destruirse después. Por eso, en estos casos se intro- 
dues el concepto de límite convencional de resistencia a la fatiga. Se 
entiende por límite convencional de resistencia a la fatiga la tensión 
que la probeta es capaz de resistir 10* ciclos. 

Los ensayos a la fatiga resultan tener gran dispersión de los pun- 
tos experimentales. Por eso, para hallar con certidumbre el límite de 
resistencia a la fatiga se requiere ensayar un gran número de probe- 
tas (40—60) y elaborar después, por el método estadístico, los resul- 
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tados de los ensayos. Esta operación resulta ser muy laboriosa. Por 
eso hubo una intentos de relacionar, por fórmulas empíri- 
el límite istencia a la fatiga con las características mecá- 
nicas conocidas del material. 

Se considera generalmente que en el caso de los aceros, el límite 
de resistencia a la fatiga en la flexión constituye, a groso modo, la 
mitad del límito de rotura, 

0, 2 (0,4 +0,5) 0. 
En el caso de aceros de alta resistencia se puede admitir que, 
> 40004 0n( 26%). 


Cuando so trata de metales no ferrosos, el límite de resistencia 
a la fatiga varía entre límites más amplios 
0, (0,25 + 0,5) 07. 

También se pueden realizar ensayos a torsión en el caso de 


tensiones que varían cíclicamente, como se hizo en el caso de la 
flexión pura. En este caso, para los aceros comunes, 



















120,560... 
En el caso de materiales frágiles (acero de alta aleación, hierro 
fundido), 

1, 2080. 


Estas relaciones y ótras semejantes a ellas deben admitirse con 
gran cuidado, puesto que se obtienen solamente para materiales de- 
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terminados y en condiciones determinadas de los ensayos (en la flo- 
xión, torsión). 

En relación a esto se debe indicar, que el límite de resistencia a 
la fatiga es una característica que depende no solamente de las pro- 
piedades del material como, por ejemplo, el módulo de elasticidad 
o el coeficiente de Poisson. Este límite depende también del procedi- 
miento de los ensayos. La tensión efectiva para la probota no deter- 
mina plonamente el proceso de la destrucción por fatiga. Al formarso 
la grieta, la magnitud de las tensiones y las loyes de su distribución 
dentro de la probeta varían en función de las condiciones del desa- 
rrollo posterior de la: grieta. Estas condiciones dependen, a su vez, 
de las dimensiones absolutas de la probeta y del carácter de la apli- 
cación de las fuerzas exteriores. Todo esto, obligatoriamente, influyo 
sobre el número límite de ciclos y sobre la magnitud del límite do 
resistencia a la fatiga. 

Como resultado de todo esto, por ejemplo, el límite de rosistoncia 
a la fatiga pes se obtiene en la tracción y compresión cíclicas resulta 
ser un 10—20% inferior al límite de resistencia a la fatiga correspon- 
diente a la flexión. El límite de resistencia a la fatiga en el caso de 
torsión de probetas macizas es diferente al límito obtonido para las 
probetas huecas, ete. 

En la tabla 9 figuran los datos correspondientes al límite de re- 


sistencia de algunos materiales. 
Tabla 9 


y. t/cras | 4 ,. kgt/cm* 
si 










Matertal 


Acoro pobre en carbono 
Acero 30 sin templar 
Acero 45 sin templar 
Acero 3OXICA templado 
Hierro fundido gris 
Alcación do aluminio 
AMI (con tratamiento 
térmico) 
Vidrio orgánico 





350—4 760 | 1 000—4 900 | 490700 


tocaoIógIóa ln. amleado. tratalcnto Térmico) en comparación con 103 nominales 
Veamos ahora como se manifiesta el fonómeno de la fatiga en el 
caso de clclos asimétricos. 
Supongamos que disponemos de una máquina que permite reali- 
zar los ensayos por fatiga en el caso de cualquier ciclo asimétrico. 
Fijando un valor constante de 0,,, después de los ensayos consecuti- 


mis 
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vos de las probetas, se obtiene el valor máximo de la amplitud 0, 
que el material es capaz de resistir un número infinito de ciclos, 

Si resulta que para el material dado no existe tal tensión límite, 
entonces la magnitud de o, se obtiene a partir de un número conven: 
cional básico N. 

Como resultado de la serie de ensayos se establece el valor límit 
de 0, que corresponde a cierta tensión 0. El resultado obtenido se 
puedo interpretar gráficamente por un punto en el sistema de coor- 
denadas O, 0, (fig. 463). 

Continiando estos ensayos so obtiene ol conjunto de puntos por 
los cuales se traza la curva límite que caracteriza las propiedades do 





% 
A % 
Fig. 463. 


resistencia del material en las condiciones de los ciclos asimétricos. 
Esta curva se denomina diagrama de resistencia a la fatiga (fig. 464). 

El punto Á del diagrama corresponde al límite de rotura en la 
tracción simple. El punto 2 refleja los resultados de los ensayos en 
el caso del ciclo simétrico. El diagrama obtenido permite juzgar so- 
bre la resistencia de la estructura que trabaja con tensiones que va- 
rían cíclicamente. 

Supongamos que para cierta pieza el ciclo se caracteriza por los 
valores de las tensiones 0,, y 0,. Estas magnitudes se pueden interpre- 
tar como las coordenadas del punto de trabajo en el plano 0,, 0,. Si 
el punto de trabajo se ubica por debajo de la curva límite, la pieza 
resulta capaz de trabajar un tiempo indefinido cuando las tensiones 
varían cíclicamente. Si el punto de trabajo se sitúa por encima de la 
curva límite, la pieza se destruye después de cierto número de ciclos. 

Sobre la base de numerosos ensayos se ha demostrado que la curva 
obtenida AB se puede sustituir por la recta AB como se indica por la 
línea de puntos en la figura 464. La parte do trabajo so reduco enton- 
ces en cierta medida, lo que conduce a un error que contribuye al 
aumento de la reserva de resistencia. De esta manera se excluye la 
zona dudosa donde los datos experimentales sufren dispersión. 

Para construir el diagrama simplificado es suficiente disponer 
del límite de resistencia a la fatiga correspondiente al ciclo simétrico 
0... y del límite de rotura 0, El punto de trabajo (p. t.) del ciclo 
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quo so investiga para la pieza que se calcula deberá situarse dentro 
del triángulo indicado. 

Surge ahora el problema de cómo determinar las coordenadas del 
punto de trabajo y cómo determinar el coeficiente de seguridad de la 
pieza cuando se trata de solicitaciones cíclicas. La solución de estas 
dos cuestiones tiene ciertas particularidades especíticas que pasamos 
a analizar ahora. 








$ 86, Influencia de la concentración de tensiones 
sobre ía resistencia a la fatiga 4 


Uno do los factores fundamentales que se deben considerar en 
los cálculos prácticos de la resistencia a la fatiga es la concentración 
de las tonsiones. 

Un gran número de investigaciones teóricas y experimentales 
han demostrado que, en los lugares donde la forma del cuerpo elás- 
tico varía bruscamente (ángulos entrantes, orificios, surcos) y en la 
zona de contacto de las piezas aparecen tensiones grandes. 





Por ejemplo, al someter a tracción una lámina con una pequeña 
porforación (fig. 465, a) se altera la ley de distribución uniforme de 
las tensiones en las proximidades del orifici 1 estado tensional 
se convierte en biaxial y en los bordes del orificio el gráfico de las 
tensiones adquiere un pico. De manera análoga, duranto la flexión 
de una barra escalonada (fig. 465, 5), en la zona del vértice entrante 
surge una tensión elevada cuya magnitud depende ante todo del 
radio dol redondeo r. Durante el encaje a presión de un casquillo en 
el árbol (fig. 465, c), en los extremos del casquillo y del árbol también 
aparecen tensiones locales, Pueden ser citados muchos ejemplos de 
esta índole Esta particularidad do la distribución de las tensio- 








we 
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nes recibió el nombre de concentración de tensiones. La zona de 
pa de las tensiones elevadas está limitada por una región 
estrecha situada en las inmediaciones del foco de concentración o, 
como se dice a veces, del concentrador de las tensiones, Debido al 
carácter local de la distribución estas tensiones se denominan ten- 
siones locales. 

La magnitud de las tensiones locales, en función de la forma geo- 
métrica de la pieza, so determina generalmente de manera teórica 
por los métodos de la teoría matemática de la elasticidad. Frecuente- 
mento, al determinar las tensiones locales, se recurre también a los 
ensayos de modelos. En este caso se emplea generalmente el método 
de polarización (véase el $ 145). 

1 exponente fundamenta! de las tensiones locales es el coeficiente 
teórico de concentración de las tensiones, 

k= Ea a (13.3) 

siendo Om, la tensión local máxima y Ojom, la tensión nominal. 

Esta es la tensión que se obtiene por las fórmulas de la resistencia 











do los materiales, sin contar con el efecto de concentración. General- 
mente el cálculo de 0,pn se lleva a cabo para la sección más debili- 
tada do la pieza, como, por ejemplo, la sección AA (fig. 465). 
Por ejemplo, en el caso de la lámina perforada (fig. 485, a) 
P 
om = Fg> 
en el caso do la flexión de una barra escalonada (fig, 465, 5) 
m 
27 
Sin embargo, si en estos cálculos surge alguna dificultad se en- 
tiende entonces por tensión nominal la tensión en la sección no debi- 


litada, Por ejemplo, en el caso de la torsión de un árbol perforado per- 
pendicularmente a su eje (fig. 486) se obtiene, 


a 


siendo W, el módulo polar de la sección no debilitada. 
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Sea como sea, la tensión nominal se obtieno, ante todo, de manera 
quo el cálculo sea simple. La magnitud del coeficiente teórico de con- 
centración está determinada para la mayoría de los elementos cons- 
tructivos típicos que se encuentran en la práctica. Los datos refo- 
rontes a la magnitud de X, figuran en las tablas y gráficos de los ma- 
nuales de construcción de máquinas. Así, por ejemplo, en la figura 
467 está representada la dependencia entre el coeficiente teórico de 
concentración y la relación de las dimensiones geométricas de la 
franja perforada y del árbol entallado. 

La concentración de las tensiones influye de manera diferente 
sobre la resistencia de la pieza según sean las propiedades del mate- 
rial y el carácter de la solicitación. Teniendo esto en cuenta, se intro- 
duce, a diferencia del coeficiente teórico, el coeficiente efectivo de 
concentración k, y se diferencian los casos de tensiones constantes 
y do tensiones que varían cíclicamente. 

En el caso de tensiones constantes (cuando r=1) se entiende por 
coeficiente efectivo de concentración la razón, 


ka =2% (43.4) 
o 
siendo 0,, el límite de rotura para la probeta sin concentración 
y oí, ol límite convencional de rotura para la probeta con concen- 
tración de tensiones. 

Al ensayar, por ejemplo, una barra prismática perforada (fig. 
468, a), el coeficiente efectivo de concentración de las tensiones en 
la proximidad del agujero se determina como la razón entre la carga 
de rotura P y la carga de rotura P”. Lo mismo ocurre en el caso de la 
probeta entallada (fig. 468, b), 

En el caso de materiales plásticos, las tensiones locales, cuando 
la carga es constante, no influyen apreciablemente sobre la resisten- 
cia de la pieza. Generalmente, en la zona de las tensiones elevadas 
surgen deformaciones plásticas locales sin la aparición de grietas. El 
resto del volumen del cuerpo, fuera de esta zona, se encuentra en el 
estado elástico y la capacidad de resistencia se mantiene práctica- 
mente hasta los mismos valores de las fuerzas que en el caso de la 
ausencia de concentración. Esto permite, en el caso de solicitaciones 
estáticas, no considerar las tensiones locales. 

Así pues, se puede admitir que en el caso de materiales plásticos, 

ki=t 

En ol caso de materiales frágiles el valor de k,, so aproxima al 
valor del coeficiente teórico de concentración k, aunque pueden exis- 
tir exclusiones. Por ejemplo, en el caso del hierro fundido, indepen- 
dientemente de la forma de la pieza, k,=1. Esto se explica por las 
particularidades estructurales del hierro fundido que en su masa 
tione incrustaciones de grafito. Cada una de ellas es un foco de con- 
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centración que conduce a tensiones locales sensiblemente mayores 
quo las que se determinan por los factores constructivos (surcos, per- 
Joraciones, ote). 

Cuando se trata de tensiones que varían cíclicamente (para r=—4) 
el coeficiente efectivo de concentración se obtiene de la razón 


ka=, 13.5 
3% (13.5) 
siendo a_,, el límite de resistencia a la fatiga de una probeta lisa 
y 0.,, el mismo límite que se obtiene, partiendo de las tensiones no- 
'minales en la probeta con concentración de tensiones. La magnitud de 
ke, como la de k,, depende no sólo de la forma geométrica-de la pie- 
za, sino también de las propiedades mecánicas del material, 

El valor numérico del coeficiente efectivo de concentración se 
puede determinar solamente sobre la baso del ensayo do las probetas 
a la fatiga. Actualmente se ha acumulado material experimental 
suficiente en este sentido. La comparación de los resultados obteni- 
dos permite, on cierta medida, determinar la relación entre los coefí- 
cientes teórico y efectivo de concentración como siguo, 


k,=1+9(k—1), (13.6) 


eco q, el coeficiente de sensibilidad del material a las tensiones 
locales. 

La magnitud de q depende esencialmente de las propiedades dol 
Así, por ejemplo, se puede considerar que en el caso de 
la magnitud de q so aproxima a la 
de construcción el valor medio es 
q=0,50,8, correspondiendo los valores mayores de q a los aceros 
de mayor resistencia. En el caso del hierro fundido q se aproxima 
a cero, así que la magnitud de coeficiente efectivo de concentración 
se diferencia muy poco di di 

El coeficiente de sensibilidad depende también en cierta medida 
de las particularidades geométricas de la propia pieza y del foco de 
concentración. Se observa cierta disminución de q en el caso de coe- 
ficientes k_, grandes y cierto crecimiento en el caso del aumento de 
las dimensiones absolutas de la pieza. 

En los cálculos prácticos se recurre al coeficiente de sensibilidad 
q, generalmente, cuando no se dispone de los resultados de los ensayos 
directos para la determinación del coeficiente efectivo de concentra- 
ción, pero se dispone de datos referentes al coeficiente teórico. Lo 
más preferible es el empleo directo de los valores de X.., obtenidos 
de los resultados de los ensayos por fatiga. En el caso de los con- 
centradores típicos y de los materiales que se usan con mayor frecuen- 
cia, estos datos figuran en los manuales en forma de tablas y grá- 
ficos, En la figura 469 están dados, en calidad de ejemplo, los diagra- 
mas típicos para la determinación del coeficiente efectivo de concon- 
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tración. El primer diagrama nos da el valor de k_, para la barra esca- 
lonada de acero en el caso de tracción y compresión. Las curvas 7, 2 
y 3 corresponden a los aceros cuyos límites de rotura son 0¿= 
=4000 kgi/cm, 8 000 kgf/cm* y 12.000 kgf/em*. El segundo diagrama 
nos da el valor de k., para el caso de torsión de un árbol con ranura 
anular de acero al carbono y de 0,5 000 kgf/cm'. 

Datos más abundantes de los coeficientes efectivos de concentra- 
ción se encuentran en otros textos*. 














En los cálculos de la resistencia a la fatiga la existencia de tensio- 
nes localos so considera, introduciendo las correcciones correspon- 
dientes en los valores numéricos de las coordenadas del punto de tra- 
bajo (p. t.) en el diagrama de la resistencia a la fatiga (fig. 464). 
Así, por ejemplo, si el cálculo ieza según las tensiones nomi- 
nales nos da las características del ciclo 0, y 0,, entonces, al con- 
siderar las tensiones locales se debe partir de las coordenadas del 
punto de trabajo 0.,k.,., y 04%..., donde k., se considera generalmente 
igual a la unidad. 

Do lo expuesto se deduce que la existencia de concentración de 
tensiones rebaja la resistencia a la fatiga de la pioza. Por lo tanto, al 
diseñar las máquinas, se debe procurar que la influencia de las ton- 
siones locales se reduzca al mínimo. Esto se consigue, ante todo, con 
medidas constructivas. En el caso de piezas decisivas que trabajan 
con tensiones cíclicas, el contorno exterior deberá ser lo. más suave 
posible, los radios en los ángulos entrantes deberán ser grandes, los 
agujeros indispensables deberán situarse en la zona donde las tensio- 
nes son pequeñas, etc. 

En la figura 470, a está representado un bisel profundo que dis- 
minuyo las tensiones locales. Para aumentar el radio del bisel se 





* Véase Ponomariov S. D. y otros, Cálculos de resístencta en la construcción 
de máquinas, tomo III, Masbguis, ed. ruse. 
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pueden emplear también anillos de junta como se indica en la figu- 
ra 470, b. Para reducir las tensiones locales a veces so practica la in- 
troducción de ranuras especiales de descarga (fig. 471, a) que influyen 





Fig. 411. 





Flg. 472. 


favorablemente sobre la resistencia a la fatiga del árbol. Este mismo 
tipo de ranuras de descarga se pueden emplear en los lugares de en- 
caje (fig. 471, b). En calidad de ejemplo, en la figura 472 está repre- 
sentado el elemento del cigijeñal de construcción racional, Las con- 
figuraciones suaves del árdol y la eliminación del material de las 
cavidades interiores de los muñones aumentan considerablemente la 
resistencia a la fatiga y reducen el peso de la pieza. 
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$ 87. Influencia del estado de la superficie 
y de las dimensiones de la pieza sobre ta resistensia 
a la fatiga 


Como en el caso de tensiones cíclicas, el comienzo de la destrue- 
ción está relacionado con la aparición de grietas locales, resulta ob- 
via la importancia que tiene el estado de la superficie de la pieza 
sobre la resistencia a la fatiga. Está absolutamente claro que en el 
caso de una superficie limpia y bien trabajada, aumenta el límite de 
resistencia a la fatiga. En el caso de un acabado rugoso, la existencia 
de pequeños defectos en la superficie conduce a la reducción de los 








Flg. 473. 


exponentes de la resistencia a la fatiga. En el caso de materiales de 
gran sensibilidad a las tensiones locales, la influencia del estado de 
la superficie es mayor. 

En los cálculos de la resistencia a la fatiga, las particularidades 
relacionadas con el tratamiento de la superficie de la pieza se consi- 
deran mediante el coeficiente de calidad de la superficie, 

O 
e. qn, (13.7) 
siendo o_,; el límite de resistencia a la fatiga que se obtiene sobre 
las probetas de tratamiento “estandartizado" de la superficie. En cali- 
dad de tratamiento “estandartizado“ se admite el esmerilado. 0. ,, 
es el límite de resistencia a la fatiga de las probetas cuya superficie 
corresponde al estado de la pieza que so analiza. 

En los diagramas de la figura 473 figuran los valores aproxima- 
dos del coeficiente de calidad de la superficie de diversos aceros en 
función del valor del límite de rotura. 
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El coeficiente de calidad para las probetas esmeriladas se consí- 
dera igual a la unidad (recta 7). La recta 2 se refiere a las probetas 
de superficie pulida. La recta 3 se refiere a las probetas de superficio 
trabajada con cuchilla. La recta 4 nos da los valores del coeficiente 
de calidad de la superficie picada y la recta 5 se refiero a la superficio. 
que no han sido trabajada después del laminado. Los valores de e, 
para las superficies oxidadas en agua dulco y salada están dados 
por las rectas 6 y 7. 

El coeficiente de calidad de la superficie so considera, al deter- 
minar la ordenada del punto de trabajo (p.t) en el diagrama de la 
resistencia a la fatiga (fig. 484). Así, por ejemplo, si la amplitud dol 
cielo que se obtieno partiendo del caso nominal es 0,, entonces, des- 
pués de ser corregida al considerar la calidad de la superficio, la ampli- 


tud será >> La abscisa del punto de trabajo 0, permanece inva- 


riable, puesto que, cuando las tensiones son constantes, la calidad 
de la superficie no influye sobre la resistencia de la pieza, 

De lo expuesto se deduce que para aumentar la resistencia a la 
futiga es necesario obtener una alta limpieza de la superficio, sobro 
todo en las proximidades de los focos de concentración de tensiones. 
Las piezas de importancia que trabajan en condiciones duras de las 
tensiones cíclicas, generalmente, se esmerilan e incluso se pu- 
len. 

Los métodos especiales de tratamiento de la superficie presentan 
grandes posibilidades para el aumento de la resistencia a la fatiga. 
A éstos se refiere la nitruración superficial que da resultados bien 
palpables cuando existe concentración de tensiones. El límite de 
resistencia a la fatiga se puede olovar también, rodando la superfi- 
cie con rodillos. Un gran efecto se produce cuando hay focos de con- 
centración, bombardeando la superficie de la pieza con perdigones 
de hierro fundido o de acero. Como resultado de este bombardeo se 
forma uno capa superficial con tensiones residuales do compresión 
que en adelante impide la aparición de grietas locales. 

Simultáneamente al factor que caracteriza el estado de la super- 
ficie, al calcular la resistencia a la fatiga de la se debe con: 
derar también el así denominado factor escala. 'nsayos realiza- 
dos para la determinación del límite de resistencia a la fatiga para las 
probetas de diversos tamaños demuestran que, al aumentar estos 
últimos, disminuye el límite de resistencia a la fatiga. Esto se ex- 
plica porel hecho de que-las tensiones máximas en la pieza no cara: 
terizan plenamente todo el proceso de la destrucción por fatiga. El 
comienzo de la aparición de la grieta depende de la magnitud de la 
tensión máxima. Su desarrollo posterior se determina por sus leyes 
«locales» y, en gran medida, depende de la forma y dimensiones de la 
pieza. Gran importancia tiene el hecho de que, al aumentar las dimen- 
siones absolutas de las piezas, aumenta la p idad de que existan 
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defectos estructurales en la zona de las tensiones elevadas y, como re- 
sultado, aumenta la posibilidad de aparición de grietas. 

La razón entre el límite de resistencia a la fatiga de la pieza 
9_1p Y el límito de resistencia a la fatiga do la probeta de dimen- 
siones «estandartizadas» (d=. 2 mm) se denomina coeficiente del 
factor escala o simplemente factor escala, 





(13,8) 








Fig. 414 





siones y al acero al carbono cuando la concentración es moderada, 
La curva 3 corresponde al acero aleado en el caso de concentración 


Tabla 10 








Límite de resistencia a la fatiga 0—,, en kg/cm” 





15 2500] 2650| 3200 6000 
30. 2400| 2250| 2700 5000 
60 1750] 1900| 2250 4200 
100 1600/ 1700| 2000 3800 








On, kgl/emt 
05, kgijom* 





4500| 5500| 6500 | som | 880 | 980 
2500| 3100| 3600 | 5600 6100 7300 
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do tensiones y la curva £,'a los aceros on el caso de gran concentración 
de tensiones, De estas curvas se desprende que el factor escala se. re- 
vola bruscamente cuando las tensiones locales son grandes. 

En la tabla 10 figuran los límites de resistencia a la fatiga de pro- 
botas lisas do diversos tipos de acero on función del diámetro. 

En los cálculos de la resistencia, el coeficiente 2, como tam- 
bién e,, se considera solamente, al obtener la ordenada del punto de 
trabajo, en lugar del valor nominal de la amplitud del ciclo 0, se 


idera Y. 
consi ee 
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Construyamos ol diagrama de la resistencia a la fatiga y ubique- 
mos en él el punto de trabajo del ciclo. Como se indicó anteriormente, 
el diagrama se construye, tomando como base las características me- 
cánicas dadas del material 0, y 0... mientras que el punto de tra- 
bajo se determina por los valores nominales de las tensiones del ciclo 
On Y O Teniendo en cuenta las correcciones correspondientes a la 
concentración de las tensiones y a los factores escala y de la superficio, 


las coordenadas dol punto de trabajo serán, Ok, Y ES (tig. 475). 





Flg. 475. 


Entenderemos por coeficiente de seguridad a la fatiga la razón 
entre el segmento OB y el segmento OA (fig. 475), 
OB 


no: (13.9) 


Esta razón caracteriza el grado de aproximación de las condiciones 
de trabajo a las condiciones límites para el material dado. En el 
caso particular cuando la tensión es constante en tiempo (0,.=0), 
esta definición del coeficiente de seguridad coincide con la defini- 
ción común. 

Al determinar el coeficiente de seguridad resulta cómodo recurrir 
a la construcción gráfica del diagrama de la resistencia a la fatiga 
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y medir después los segmentos correspondientes. La relación entre 
los segmentos se puede determinar también a simple vista. La exac- 
titud de tal valoración del coeficiente de seguridad se encuentra 
dentro de los límites fijados por la exactitud de las magnitudes ori- 
ginales y de las correcciones posteriores. 

En la mayoría de los casos para determinar n, se prefieren las 
fórmalas que se obtienen do las relaciones geométricas entre los seg- 
mentos indicados en la figura 475, Trazando la recta AX paralela a 
CD se obtiene la proporción siguiente, 


OB _0D 
DATOR="" 
De la semejanza de los triángulos OCD y AKL se obtiene, 
O Oak 
KL= a Y 
Así pues, 
ACTO 
OR A A, 
y como OD=0.,, suponiendo k,,=1 hallaremos, 


Mp (13.40) 


A 
Todas las cuestiones de la resistencia a la fatiga analizadas hasta 
aquí se referían al caso del estado tensional monoaxial. De manera 
Ta, 
a 


y 
y 


Flg. 476, 


análoga se pueden obtener las relaciones correspondientes a la re- 
sistencia a la fatiga para el caso de la distorsión pura (torsión). En 
este caso, 


n, + (43.11) 





Los ensayos demuestran que el diagrama, de la resistencia a la 
fatiga para la distorsión se aleja sensiblemente de la línea recta, pro- 
pia del caso do la tracción—compresión y tieneel aspecto indicado 
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en la figura 476. Por lo tanto, los valores reales del coeficiente de 
seguridad resultan ser algo mayores que los que se obtienen del 
cálculo por la fórmula (13.11). 

So conocen intentos de crear hipótesis de la resistencia a la fatiga 
para ol caso del estado tensional complejo. Todos ellos so. reducen 
principalmente a la generalización de las conocidas hipótesis de los 
estados límites para el caso do tensiones cíclicas. En el caso del es- 
tado tensional biaxial a, + que en la práctica del cálculo se encuentra 
con más frecuencia, se admite on la actualidad la fórmula empírica 
de Haigh y Pollard, 





(13.12) 


siendo n,, ol coeficiente de seguridad a la fatiga quo so busca; m,, el 
coeficiente de seguridad a la fatiga que se obtiene, suponiendo que 
las tensiones tangenciales t no existen y n,, el cooficiente correspon- 
diente a las tensiones tangenciales que se determina, suponiendo 
0=0, 

Esta fórmula es aplicable no sólo al caso de una variación cofá- 
sica de o y 7, sino también a cielos en los que los máximos de o y 1 
no se alcanzan simultáneamente. 

Veamos algunos ejemplos de cálculos on el caso de tensiones cío- 
licas. 


Ejemplo 13.1. En la figura 477 se representa un reló electromagnético. El 
rre en su posición original cierra el contacto superior y e aprte a óste 





Flg. 477. 


por el muello holicoidal situado en el brazo izquierdo de la palanca. Al conectar 
Ll arrollamiento la palanca rígida es atraída por el múcleo del electroimán, se 
desconecta el contacto superior y se conecta el inferior. El muelle plano so flo- 
Ziona entonces en la dirección contraria. Este proceso se repite varias veces al 
Segundo. Determínese el cooficiento de seguridad del muelle plano. 

Las dimensiones son las siguientes: 


a=15 mm; /=20 mm; e=5 mm; ¿=20 mm; 8,=1,2 mm; 4¿=0,8 mm. 
El muel no es de sección rectangular de lados b=10 mm y h=0,3 mm. El 


matorial es latón para el cual E=10% kgl/cm*, 0,y=4 500 kgt/cmi 
E 800 kgt/ca?. La. fuerza de pretensión del muelle helicoidal es Pda gr. 
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Veamos las dos posiciones extremas de la palanca y del muelle plano (fig. 478) 
y determinemos el cielo de la variación de las tensiones. 
La fuerza de compresión P, del muelle maso al contacto suporior 05, 


PP 
siendo P,, la fuorza de protensión original del muelle helicoidal, 


P¿=01 S=0.0 kgt. 





418, 





Bajo la acción do esta fuerza ol muelle les recibo una flecha igual a 


La tonsión que aparece en el an será, 
o os 20. 1,0 kgf/mms, 
Rolaciones geométricas simples ein que (fig. 478), 
http 
de dondo se obtiono, 
hi=1,2- 080,1 





=1,131 mm. 
Pero, 
h PR as Pl 
A 
Eliminando de aquí P obtendremos, 
abla, 38%) 
Bart 
es decir, 
13112, kgl/mmns. 


Así pues, se obtiene, 
] Omax =1 270 kgf/cmn?, 019 =—190 kgi/oma 


Op = nante 540 kgf/cma, 


a, Qee 190 kgf¡cms, 
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En el empotramiento el muello so comprime entre dos placas relativamente 
blandas de textolita. Consideramos por eso que £-¿=1. Como la superficie de la 
placa está limpia y no se somete a corrosión admitimos que e,=1. Tampoco hay 
necesidad de considerar el factor escala, 

Dados los valores de 0.1 y 0.., construimos el diagrama de la resistencia a la 
tatiga (fig. 479) y ubicamos en él el punto de Jo Ga=540 kgl/cmt y 07= 


% Mt? 





Flg. 479, 


oso kee, La razón entro los segmentos medidos del diagrama 03 y 04 
nos da nym1,0. 

Ejemplo 13,2, El árbol con un bisel (fig. 480) trabaja a torsión según un 
ciclo asimétrico. El valor máximo del momento es M=8 000 kgf-cm y ol mí- 
mimo M=—2 000 kgf-cm. Las características mecánicas del material son: 














Fg. 480. 
=,=4 000 =1 900 kgl/cm* y oy=0 000 kg/cm". Determínoso ol 
coeficiente 
Calculamos las características nominales del ciclo, 
a 00d. 625 kgl/cins, 


Falo TE ¿pm kgl/cm, 
do donde se obtiene, 





2 =235 kgf/em?, 1,=390 kgl/omi, 


El coeficiente efectivo de concentración se obtiene del manual «Construc- 
ción de máquinas». Los datos correspondientes están dados en la figura 481. 

Calculamos primeramente el coeficiente efectivo de concentración k., para 
el árbol con la relación de los diámetros D : d=1,4. Les curvas 7, 2 y 3 (fig. 481) 
se refieren a los aceros de límite de rotura 0,4 respectivamente 12 000, 6.000 y 
4 000 kgf/cxa*. De la curva 2 para R/d=0,05 sp obtiene X,=4,36. La curva a 
permite transformar el resultado obtenido para otres relaciones de D/d. En mues- 
tro ofemplo D/á==1.23, por lo tanto, a0,76 y ky=a (1 —1)+4=1,27, Como 
el árbol está esmerilado admitimos e,= 
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Los datos cometio al factor escala (fig. 474) son válidos tanto para 
la floxión como para la torsión. De la curva 2 para d=40 mm se obtiene el valor 














po 
Esta magnitud puedo sor obtenida también gráficamente como esto se hizo 
en el ejemplo anterior. 
Ejemplo 


or. 
43.3. Determinar sl coeficiente de seguridad a la fatiga del árbol 1 
(ig. e 


momento AM tiene magnitud constante 10 000 kgf-cm. El diámetro del 
árbol es 50 mm, a=20 cm y 9=8 cm. El radio de la rueda dentada es R=—8 cm. 
El material es acero al carbono, t;=2 500 kgi/cm* y a...=3 000 kgt/cra?, 
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El coeficiente efectivo de concentración de las tensiones en el lugar del 
ajuste de la rueda dentada en el eje es *_,=1,4. El árbol está esmerilado. 

Bajo la acción del momento constante *N, en las secciones transversales del 
árbol sungon tensiones tangonciales x cobstantás on tiempo tembiés Slraultánes. 
mente a la torsión, bajo la acción de la fuerza P de interacción entre las ruedas 
dentadas, tiene lugar la frexión del árbol (fig. 483). 

En la teoría de los engranajes se demuestra que 


Py 04P, 


p=V Pi+Pias1,08P,. 


De las condiciones de equilibrio del árbol / se obtiene, 








y, por lo tanto, 


m m 
ir Ad 

En la zona del encaje de la rueda dentada, on las secciones transversales 
del árbol, surgen tensiones normales quo, como consecuencia de la rotación del 
árbol, varían según el ciclo simétrico. 

Ba decir, que el estado tonsional dol árbol es plano y, por lo tanto, para ob- 
tenor el coolicionto de seguridad resulta necesario recurrir a la fórmula emp 
de Haigh y Pollard (13.12). 

Determinamos primeramente, por separado, los coeficientes de seguridad 
convencionales correspondientes a ú y 1, 


man 0 es 1,087 Hao kgl/cm?, Om =0. 
De la curva 2 (véase la fig. 474) obtenemos el coeficiente del factor escala 





para mu, obteniendo e¿=0,75, 
Hallamos ahora, por la fórmula (13.10), el cooficiente de seguridad ny, 


POC 
o: 2,6. 





n= 


Como 





ñ 
¡=40Okplic?, 1 =0,2, 


por la fórmula (13.12) hallamos, 


a 5 2,4 
Vin 


Capítulo XIV 


ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO 
DE LOS SISTEMAS DEFORMABLES 


$ 89. Concepto de estabilidad 


Se entiende por estabilidad la propiedad del sistema de mante- 
ner su estado durante las acciones exteriores, Si el sistema no tiene 
esta propiedad se dice que es inestable. En la misma medida se puede 
afirmar que su estado es inestable. 

En las condiciones reales siempre existen causas que pueden con- 
ducir a la perturbación del estado original de equilibrio. Es decir, 
que siempre se realiza la posibilidad del paso del sistema inestable 
a un nuevo estado. En este caso se dice que tiene lugar la pérdi- 
da de estabilidad. 





ep 


Fig. 484, 





Al perdor la estabilidad, el sistema so puede comportar de diver- 
sas formas. Generalmente, tiene lugar el paso a un nuevo estado de 
equilibrio, lo que, en la mayoría do los casos, va acompañado do 
grandes deformaciones, de deformaciones plásticas o de una rotura 
completa.En algunos casos, después de perder la estabilidad, la estruc- 
tura sigue trabajando y cumple, como antes, sus funciones princi- 
pales. Así ocurre en el caso del recubrimiento de paredes delgadas do 
las estructuras de los aviones. Pueden ocurrir, por fin, casos cuando 
el sistema que perdió la estabilidad, al no tener una posición establo 
de equilibrio, pasa al régimen de las oscilaciones no amortiguadas. 
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El fenómeno de la pérdida de estabilidad en el caso de cuerpos. 
elásticos se puede.observar en toda una serie de ejemplos, 

El caso más simplo correspondo a la pérdida de estabilidad de 
una barra comprimida axialmente (fig. 484). Cuando la fuerza es 
suficientemente grande la barra no puede mantener la forma recta 
y obligatoriamente se flexiona. Tiene lugar la pérdida do estabilidad, 

El tubo de paredes delgadas (fig. 485) solicitado por una presión 
éxterior es capaz de perder la estabilidad. En este caso, la forma cir- 
cular do la sección pasa a ser elíptica y el tubo so aplasta, a pesar de 
que, en el momento de perder la estabilidad, las tensiones están lejos 
de alcanzar el límite de fluencia. 

Este mismo tubo puedo perder la estabilidad on el caso de compro- 
sión axial (fig. 486). El mismo fenómeno ocurre durante la torsión 
del tubo (fig. 487). 

Se pueden citar muchos ejemplos de este tipo. 

Generalizando lo dicho, es necesario destacar que el fenómeno 
de la pérdida do estabilidad se manifiesta de la forma más clara en 
las estructuras ligeras de paredes delgadas; en las cáscaras compri- 
midas y on las parodes delgadas. Por lo tanto, al diseñar estas ostruc- 
turas, simultáneamente al cálculo de la resistencia se realiza tam- 
bién ol cálculo de la estabilidad de nudos aislados y de todo el siste- 
ma en conjunto. 

Una de las medidas que contribuyen al aumento de la reserva de 
estabilidad del sistema consiste en el aumento de su rigi 
por ejemplo, en la construcción de aviones, las paredes 
delgadas se refuerzan con perfiles especiales. Esta pared reforzada 
tiene un alto grado de estabilidad a pesar de su peso relativamente 
pequeño. 

Para analizar la estabilidad es necesario escoger el esquema de 
cálculo, El esquema principal, que ya es clásico, es el siguiente, Se 
supone que el sistema es ideal, es decir, que si se trata do una barra 
comprimida, su eje es absolutamente recto, el material es homogé- 
neo y las fuerzas se aplican centralmente. Si se trata de una bóveda 
cilíndrica también se considera que su forma es perfecta y que la 
carga no se sale de las leyes de distribución fijadas. 

A este sistema ideal se le comunica cierta desviación de la posi- 
ción de equilibrio. Aquí se consideran las desviaciones que no sola- 
mente son pequeñas, sino que pueden hacerse menores que cualquier 
magnitud pequeña fijada previamente. Si, una vez eliminada la causa 
que origina la perturbación, el sistema vuelve a su estado inicial de 
equilibrio, este último se considera estable. Si no vuelve, el estado 
de equilibrio se considera inestable. Aquí no se consideran las fuor- 
zas de inercia que surgen durante el movimiento del sistema. 

Este módo de enfocar el análisis de la estabilidad permite, en la 
mayoría absoluta de los sistemas elásticos, determinar valores ta- 
los de las fuerzas exteriores para los cuales la posición estable de equi- 
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Fig. 487. 
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librio se hace inestable. Estas fuerzas se denominan fuerzas críticas 
y so interpretan en las estructuras como cargas límites. 

La carga de trabajo, en los cálculos de la estabilidad, se designa 
igual a la n parte de la carga crítica. So entiende por nel coeficiente 
de seguridad a la estabilidad. 


$ 90. Problema de Euler 


Comenzamos el estudio de la estabilidad de sistemas elásticos por 
el problema más simple sobre el equilibrio de la barra comprimida 
axialmente por las fuerzas P (fig. 488). Este problema fue planteado 
y resuelto por primera vez por el gran matemático L. Euler en la 
mitad del siglo XVIIL Es por esto, que frecuentemente, cuando se 
habla de la estabilidad de la barra comprimida, se emplea la expre» 
sión: «problema de Euler» o «estabilidad de la barra según Eul 

Supongamos que, por cierta causa, la barra, comprimida reci 
cierta flexión (fig. 488). Analicemos las condiciones que hacen posi- 
ble el equilibrio de la barra con el eje flexionado. 








Flg. 488. 


Las coordenadas de los puntos de la línea elástica de la barra so 
designa por z e y. Cuando se trata de flechas pequeñas, 


Ely'=M. (41) 


La flexión de la barra ocurre en el plano de la rigidez mínima y, por 
dd se entiende por 7 el momento de inercia mínimo de la sec- 
ción. 

EL momento fleotor M es, en su valor absoluto, igual a Py. En 
este tipo de problemas, el signo del momento flector requiere un estu- 
dio especial. 

Consideraremos positivo el momento que aumenta la curvatura, 
Analizando la línea elástica de la figura 488, observamos que la fuer- 
za de compresión P disminuye, en el sentido algebraico de la pala- 
bra, la curvatura. En efecto, cuando y es positivo la convexidad de la 
línea elástica se orienta hacia arriba, es decir, que la curvatura do la 
línea elástica es negativa. El momento de la fuerza P se orienta de 
tal manera que, al encorvar más la línea elástica, la curvatura se 
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hace emás negativa» es decir, disminuyo, Así pues, 
Ely" =—Py. (14.2) 


Para no equivocarse en el signo, en estos casos, conviene atenerse a 
la regla simple siguiente, sin anticipar la forma de la línea elástica 
se la debe representar formalmente en el dibujo de manera tal que la 
función y y sus dos primeras derivadas sean positivas (véase la línea 
punteada en la figura 488). Entonces del dibujo se puedo, sin error, 
plantear los momentos de las fuerzas con signo positivo o negativo 
según aumente o disminuya la curvatura de la línea elástica bajo 
la acción de las fuerzas exteriores. Designando 





Ae (14.3) 
obtondremos para la ecuación (14.2), 
y +ky=0, (14.4) 
do donde hallamos, 
y=C,son kz + C, cos kz. (14.5) 


Las constantes C, y C, so escogorán de manera tal que se cumplan 
las condiciones de Borde: cuando ¿=0 y=0 y cuando 2=1 y=0. 
De la primera condición se deduco que C,=0 y de la segunda, 


C,sonkl=0. (44.6) 


Esta ecuación tiene dos soluciones posibles o C,=0 ósen Al =0. 
En el primer caso resulta que sí C,=C,=0 los desplazamien- 
tos y (14.5) se convierten idónticamente en cero y, por lo tanto, 
la barra adquiere la forma rectilínea. Este caso no nos interesa. 
En el segundo caso, ds 
=mm, 


siendo n un número éntero arbitrario. Teniendo en cuenta (14.3) 
obtendremos, 


0n3El 
rr. 
Esto indica que para que la barra mantenga la forma ourvilínea 
es necesario que la fuerza P reciba valores determinados. La 
fuerza mínima P, no igual a cero, se obtiene cuando n=1, 


Pe ==. (14.7) 


Esta fuerza se denomina primera carga crítica o fuerza de Euler. 
Cuando n=1 se obtiene, pS 
=a 
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y la ecuación de la línea elástica (14.5) resulta, 
y=C,sonF. 


La barra so flexiona según una semionda sinusoidal cuya 
flecha máxima es C,. 
Para cualquier valor entero de n se obtiene, 
y=Cis0 Hz, 
es decir, que la línea elástica de la barra se representa por una 
curva compuesta por n semiondas (fig. 489). 





Fig. 489. 


En la solución obtenida aparecen algunas cosas que no están 
claras y que deben ser analizadas. Ante todo, permanece indetermi- 
nada la magnitud de la flecha máxima C, y las relaciones obtonidas 
no indican como depende de la fuerza P. No está claro que es lo que 
ocurre cuando la fuerza P es algo mayor que la primera carga crítica. 
En efecto, en este caso 

kl xr 


y de la ecuación (14.6) so deduco que C,=C,=0, ya que son klx40. 
Esto indica quo la función y (14.5) es Idénticamente igual a cero y 
la barra permanece recta, Resulta que cuando P=P.,y la barra ad- 
quiere la forma curvilínea y cuando P es algo mayor que P.., vuelvo 
a ser recta, resultado que no concuerda con el sentido físico del me- 
canismo de la flexión de la barra. 

Estas contradicciones so resuelven fácilmente, si tenemos en cuen- 
ta que la ecuación diferencial (14.2) es aproximada y válida sola- 
mente cuando so trata do flechas pequeñas. Si se plantea la ecuación 
exactamente, obtendremos, 


E E 

>= rey PY 
Cuando la fuerza P es mayor que la crítica, los desplazamientos 
crecen con tanta rapidez que resulta imposible prescindir de y'%, 
que fígura en el denominador. 
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8 91. Desplazamientos grandes de la barra esbelta 


Supongamos que la barra es suficientemente fina y que las iensiones on 
ella, incluso en el caso de grandes floxiones, no superan el límito de proporvio- 
halídad. Resulta posible entonces estudiar su comportamiento en el campo de 
los desplazamientos grandes, suponiendo que el material se atieno plenamente 
a la loy de Hooke. Las barras que tienen esta particularidad so denominan ba- 


rras esbeltas. 

Veamos el comportamiento de una barra esbelta (fig. 488) comprimida por 
la fuerza P, es decir, resolvamos el mismo problema anterior, pero sin suponer 
quo los desplazamientos son requeños, e intentemos, en esta nueva solución, 
hallar explicación a las contradicciones que se advirtieron anteriormente. 

En lugar dela expresión (14.4) imos la ecuación diferencial de la lí- 
nea elástica como sigue. 











1 
¿per (14.8) 








Escogemos en calidad de variable independiente, en lugar de z, la k 
tua Hol Arco + (04 de la figura 400) que se mido desde el apoyo. laquí 





Entonces la corvatura será 


pa 


siendo £, el ángulo de inclinación de la tangente a la línea elástica. 
Derivando la ecuación (14.8) respecto a * obtendremos, 


Boo Punt, 


« 





) 20 Bco 





Multiplicamos los dos miembros de esta ecuación por E . Entonces, después 
de la integración, obtendremos, 
ey 
(5) 4 (m— 13). (149) 
siendo m*, una constante arbitraria. 
Sustitayendo, 
seo h=—mseny (14.10) 
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obtendremos para la ecuación (14.9) 


E okm cos pe (14.11) 


a se obtiene, 
dl cos y 
En VE Z 


Derivando (14.10) respecto 





y oliminando E, 


dy > 

kds=— (14.12) 
VI" da 
de dondo resulta, 





y 
de 
Sm 
ES 
siendo po el valor de la función y cuando s==0. Como en el origen de las coordo- 
nadas (para s=0) el momento flector es igual a cero, la curvatura será E =0. 
Por lo tanto, de la expresión (14.11) se obtiene, 
cospo=0, o: -3 
y ontonces 


0 


PA 
-. dy 
ho ms mu) ¡E == (44.13) 


Las integrales obtenidas no se resuelven en funciones elementales y se donomínan 
integrales clípticas del primer género. Existen tablas do ostas integralos donda 
figuran los valoros de las integrales en función del límite superior 1 y del mó- 
áulo de la integral m 


En el punto wmodio de la barra (Cuando s== 7) do la condición de simetría 


resulta que el ángulo £=0. Por lo tanto, de acuerdo a la expresión (14.10), la 
función tp so convierte aquí en cero. La expresión (14.13) será para este punto, 








OCN 
ln seu 
De acuerdo a esta expresión, el parámetro k no puede ser menor que cierta mag- 


nitud deter: integral escrita obtiene el valor mínimo cuando 
m=0. Entonces, y” 


pr 
De acuerdo a la expresión (14.3) de aquí se obtiene el valor de la primera 






a 
>3- 


*) Las lablas de las integrales elípticas figuran en los manuales de las 
funciones especialos. Véase, por ojomplo, 1. Bronshlcin, K. Semendiaov «Manual 
de matemáticas» paca ingenieros y estudiantes, Editorial MIR, Moscú, 1974, 
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Ática, 
GA MEl 
Pa. 


Es decir, para que pueda existir la forma do oquilibrio de la barra con el 
jo flexionado es necesario que la fuerza P sea mayor quo la primera carga orí- 
.. Al mismo tiempo esta forma no siempre es la única, ' 

En el parágrafo anterior hemos visto quo la barra puede flexionarss, no 
solamento según una semionda sino según dos, tres y n semiondas. Supongamos 
¿ue la flexión ocurre con des semiondas (fig. 489), entonces el ángulo Y y, por 
lo tanto, la función y) se convertirán en cero, cuando +=-F. La ecuación(14.14) 


en este caso será, 


Para que se cumpla ahora esta ecuación, el parámetro k doberá ser mayor aún, 


os 


De manera análoga se pueden obtener los valores siguientes de las fuerzas 
críticas que ya fueron hallados anteriormente. 
El resultado obtenido se debo interpretar como sigue. 

Mientras la fuerza P sea menor que la primera carga crítica, existirá una 













sola forma de equilibrio, la correspondionte al ejo recto. Una vez quo la fuerza P 
supere ¡mera crítica, a esta forma recta de equilibrio se lo suma otra 
forma do equilibrio con el ejo flexionado según una semionda, Si la fuer- 
za su) la segunda carga crítica, la barra, en este caso tendrá tres formas 





equilíbrio: una con el eje recto, otra con el eje flexionado según una somion: 
Í otra con el eje flexionado según dos semiondas. Cuando la fuerza supera la 


fuerza crítica ñ, 
sOm8El 
Pa 





la barra q ya n-+-1 formas de equilibrio. 

Surgo na siguiente: ¿cuáles de las formas indicadas son estables 
y cuáles no? Para contestar a esta pregunta se requiere un análisis más delicado 
que e) anterior. Señalaremos por eso, sin demostración, que cuando la fuerza es 
menor que la primera carga crítica, la única forma rectilínea de equilibrio — es 
establo. Cuando la fuerza es mayor que la primera carga crítica, resulta establo 
solamente la forma correspondiente a una semionda. Todas las formas restantes 
de equilibrio son inestables, Por eso, en la práctica, solamente tiene importen- 
cía la primera forma y la correspondiento carga crítica prime 

Determinemos ahora los desplazamientos que surgen 
Del dibujo de la figura 400 se deduce que 


di=cosf ds, dy=sentds, 
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o 00m, 
dem (12005) d=2 (m3) de—de, 
dy=2 sen 5 cos 5 de 
Recurriendo ahora a las oxpresiones (14.10) y (14.12) ballaremos, 
d— EVI ap—ds, dy= 22 sen pd, 


he? dondo se obtiene que las coordenadas del punto de la línea elástica de la 
barra floxionada serán, 





1 
e lis 





Como wz> obtendremos, 


-x. % 
¿[[ ra | VI +4) 
? 3 (14.45) 


2m 
ye cos y. 


La coordenada y so coosidore aquí positiva puesto que esto no afecta ol sentido 
ol prol 











as int figuran en la primera ecuación (14.15) se deno: 'm ins 
los alipiics de poro gro. Somo as al gas de a inigrls do primar 
Eos Di Gcaplls faldas e lo Talara o- 





/as ocu 
nos (14,45) nos dan, en forma paramétrica, la ecuación de Salimos elástica 
barra [lexionada. 


El desplazamiento máximo y ocurre cuando = siendo p==0, Así pues, 


e. (14.46) 
Esta ecuación, conjuntamente con la ecuación (14.14), permito determinar Ymax 
on fanción de la fuerza P. tin efecto, fijando el valor de, hallamos, por las 
blas ol valor de la integral elíptica para los límites entro 0 y 3 y después, según 
este valor de la ecuación (14.14), se obtiene el valor del partial 


FF 
-VE 


Después do esto, de la ecuación (14.16), hallamos ol valor de la flecha Joays 
Formomos la tabla siguien! 
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Tabla 11 





0,331 |0,360| 0,381 








rimer renglón de esta tabla fi 





ran algunos valores dol parámetro m, 

idos de manera tal que arceon m==5*, 10, Esto resulta muy có: 

puesto que los integrales elípticas en la mayoría de los casos se dan en 
deca del ángulo arcson m y no en función del propio m. 

renglón do la tabla contiene los valores do la integral elíptica. 

ds Sa lus tablas de las funciones espoctalos. Según la expresión (14.14) 


sta integral es 27. En el tercer renglón figura la razón Pa que se obtiene 
según las notaciones (14.3) y (14.7). Por último, el cuarto ronglón do la tabla 














contiene la flecha yms, que 
so da la curva 





construida sobre la baso de estos cálculos. 

tro la fuerza que actúa y los flechas se establece pues una relación bien 
determlaada. A cada velos de la laras E lo córrpucda sl Hacha Yeax- Obser- 
vamos, al mismo tiempo, que cuando la fuerza es mayor que la crítica, el des- 
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plazamiento Jmax crece con gran rapidez. Esto explica los inconvenientes que 


surgieron, al resolver el problema, suponiendo que los desplazamientos eran 





$ 92. Dependencia entre la fuerza crítica 
y las condiciones de apoyo de la barra 


Cuando se trata de desplazamientos pequeños de la barra articw- 
Jada en sus extremos, la flexión de ésta durante el pandeo ocurre 
según una semionda de sinusoide, resultando para la fuerza crítica, 


*El 
Pa=5r> 


Aprovechando las particularidades de la línea elástica, resulta 
posible, con relativa facilidad, extender la solución obtenida a otros 
casos de apoyo de la barra. Así, por ejemplo, si la barra so empotra 
en un extremo y está libre en el otro (fig. 492), entonces la línea elás- 
tica de la barra podrá ser transformada en la línea elástica de una barra 
articulada, situando un espejo en el empotramiento. Es obvio que la 
fuerza crítica correspondiente a la barra de longitud /empotrada en un 
extremo será igual a la carga crítica correspondiente a una barra arti- 
culada de longitud 22. 

Es decir, que en este caso, 

P. "El 
cet = (ap 

La barra articulada que tiene un apoyo en el medio del vano 
(fig. 493), al perder la estabilidad, se flexiona según dos semiondas, 
Es decir, cada una de sus semiondas pierde la estabilidad de la misma 
forma que una barra articulada de longitud 1/2. Por lo tanto, 

mel 
Pon= ( Ey 
T 


Generalizando las fórmulas obtenidas se puede hallar la expre- 
sión general de la fuerza crítica para lo barre comprimida como 
sigue, 

mMEl 
Pa (14.47) 
siendo y, el coeficiente que se denomina coeficiente de reducción de 
la longitud. Este número indica cuantas veces se debe aumentar la 
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longitud de la barra articulada para que su carga crítica sea igual a 
la correspondiente a la barra de longitud 7 con las condiciones do 
apoyo establecidas. En el caso de la barra ompotrada en un extremo 


y libro on el otro y=2. En el caso de la barra de la figura 493, p=2-. 


14 14 





Bole 
Nie| 





En la figura 494 están representados algunos tipos de empotra- 
miento de la barra, así como también los valores correspondientes del 
coeficiente de reducción de la longitud h. En todos los casos, exclu- 
yendo el último, el valor de 1 se determina con la simple comparación 
de la línea elástica de la barra flexionada con la longitud de la somi- 
cua de la sinusoide correspondiente al caso de los apoyos articu- 
lados. 

El último de los casos representados en la figura 494 se debe ana- 
lizar aparte. En este caso, la línea elástica tiene dos puntos donde la 
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curvatura es nula: el punto A y el punto B (fig 495). A diferencia de 
los otros casos, estos-puntos no se encuentran sobre una recta paralela 
a la línea de acción-de la fuerza P. Por lo tanto, aquí aparece la fuerza 
cortante RR, (fig. 495) que, en los casos de apoyo analizados anterior- 
mente, no figuraba. 





Fig. 496. 


Planteamos la ecuación diforencial de la línea elástica de la barra 
floxionada. Está claro que, 
El y =—Py4R(U—2 
O sea, A 
y + ym 2), 
de donde se obtiene, 
y=C,son ke +C,cos ke + ppal). 


Las constantes C,, C, y R se deben escoger de manera tal quo 
so cumplan las siguientes condiciones de borde; cuando z=0, 
y=0e y'=0, y cuando z=1 y=0. Escribimos las tres ecuaciones 
correspondientes a estas condiciones, 





Ri R 
Crap Ck—gp=0 
€, son ki + C,cosk!=0. 
Existen ahora dos posibilidades. 
1) El sistema tiene la solución C,=C,=0, R=0. Entonces y=0 
y la barra permanecerá recta. Este caso no nos interesa. 


5-8 
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2) Las constantes C,, C, y R no son todas iguales a cero y, como 
resultado, la barra recibe desplazamientos transversales. 

El sistema de ecuacionés homogéneas tiene solución que no es 
nula solamente en el caso cuando su determinante es igual a cero. Es 
decir, la condición necesaria para que la barra se flexione será, 


L 
0. 1 da 

1 |=0, 
E —m 


sen kl coskl 0 


de donde se obtiene, 
tgkl=k. (44.48) 


Esta ecuación transcendental deberá ser resuelta con respecto 
a kl. La manera más fácil de resolverla es la forma gráfica, proci- 
sando después la solución por tanteos con las tablas de las funciones 
trigonométricas. 

Representamos el gráfico de la función tg kl=f (kD y la recta 
kl==kl (fig. 496). Las abscisas de los puntos de intersección nos pro- 
porcionan las raíces de la ecuación en cuestión. La raíz mínima di- 
ferente de cero será, 


F 
Kl == mi i= 4,49. 
Entonces, 
AABE! _ nEl 
Pe A a 
Así pues, p 0,7. 


Para terminar, voamos algunos ojomplos más complicados de dotermina- 
ción do las fuerzas críticas. 


Ejemplo 14. Dotorminar la fuerza crítica para ln barra do dos tramos de 
rigidoz dileronte (tig, 497), La rigidoz do un tramo es cuatro veces mayor que 
la del otro. 

Para: los tramos uno y dos obtenemos respectivamente las ecuaciones, 


Eli+Py=0, 4Elj+Py=0. 
Anotando, E 
==” 


obtendremos, 
+4 =0, +00, 


de: donde. hallamos, 
Yi =C, sen 2ka+C, cos 2kz, yy=C,senks-+-C, cos hs, 
De la condición de que, cuando :=0 la flecha y,=0 se obtiene C¿=0. 
Disponemos «de tres condiciones. más: cuando =--y los desplazamientos 
Vi=W 0 vi=15 y cuando z=1, la flecha yy=0: Planteamos las tres ecuñciones 
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correspondientes, 
Cysenki=C5 sen E PH Cicos h 


s0.taiiisoyo com 
Cy sen kl-+C¿cos.kl=0. 


El 


sEI 





Fig. 497, 


Igualondo a coro ol determinante de esto sistema 


sonkl —s0m> —c0s=, 
0] K |=0, 
Zcoskl cos sen 


0 sen kl cos kl 
se obtienen las dos ccuaciones siguientes, 
n all 
sontp=o y yo 
La raíz mínima diferente de cero se obtiene de la condición, 
uP=Vo, L=0.955. 


14,6E1 
Pa + 
plo 14.2. Determinar la fuerza crítica para el caso do la barra 
arcilla solicitada por una fuerza axial en la sección media (fig. 498). 
'n este caso se obtiene pa los tramos primero y segundo, 


E=—oLe, ee L 4200 


Así pues, 


o sea, 
i=-L., e 11 (1-5), 
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de donde hallamos 7 
no 04 Cs 


y1=C, sen ke=pC,cosks +1 (1-5). 


Cuando 2:=0 la flecha y,=0 y, por lo tanto, C,=0. Cuando ==, los des- 


lazamientos yy=/, Ya=/0Yi=Y5 y rl la flecha ya==0. Así pues» 
Bgamos a las cuatro ecuaciones Siguien! 


ama 


conc cop 1=t, 
om Oak cos z—C ko Gh, 
€, sen kl-+C, cos kI=0. 


/0s a cero el dotorminanto de este sistema, considerando Cy, Ca, 
Ca ras incógnitas. Entonces, 





1 de 

a Y Lo E 

o ke Ke 1 
mo y lo 


1 —kcosti km TG 


0 senki cos kl o 
de donde se obtiene, 





” 
TA 
tr 

La raíz mínima de esta ocuación será, 

mn 

q=2:0 
y entonces, 18:81 

Peas LL, 


Ejemplo 44.3. Determinar la fuerza crítica para la barra empotrada, en 
cuyo extremo libre se transmite la fubrza P a travós de una biela rígido 
de longitud a (fig. 499). 

Melcamoo Cde bal sigida:y-apligaros a. La-báeror elástica: la Josrza o0- 


gitudinal P'sy Py la fuerza tortante PL. Entonces; 


Ey =bu=o+r Lao, 





ra (1+ 7) 
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de donde se obtiene, 


yaCysen ka Cacosted7 (14 ). 
Tenemos además las corídiciones. de bordo siguientes: cuando ¿=0, y=0 o 
y'=0 y cuando :=f, y=f. 
Asi obtenemos tres ecuaciones 


C+t (a +5)=0 Cué—4L 0, C,sonkt4C,coski=0. 








Flg. 499, 


Igualando a cero el determinante do esto sistoma llogamos a la ocuación 
teanscondontal sigulonte: 
1 kl=ki (+2) a 


de la que so determina la fuerza crítica on función de la razón + En ol 


caso particular, cuando a=0, obtenemos, la ecuación (14:18) y cuando a=00, 
la fuerza crítica rosulta PES 
E 


an 
lo que fue obtenido anteriormente para la barra empotrada en un extremo. 


$ 93. Estabilidad de la barra en el caso 
de deformaciones plásticas 


Todos los problemas analizados anteriormente fueron resueltos, 
suponiendo que el material de la barra, durante la compresión, no 
adquiere deformaciones plásticas. Esto era válido en el caso de barras 
relativamente largas y finas en las que las tensiones de compresión 
en el caso de cargas críticas, no superaban el límite de proporciona- 
lidad. En el caso de barras más cortas y rígidas, la fuerza crítica re- 
sulta superior, existiendo la posibilidad del surgimiento de dofor- 
maciones plásticas en la etapa de compresión simple, es decir, antes 
de la pérdida de la estabilidad. Se obtiene así un problema intermo- 
dio. Por una parte, este *no es el cálculo común por compresión, 
puesto que la barra es suficientemente larga y mantiene en su compor- 
tamiento las particularidades relacionadas con el fenómeno de la 
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pérdida de la estabilidad. Por otra, esto no es ya el cálculo de lá es- 
tabilidad según Euler, puesto que en el material de la barra surgen 
deformaciones plásticas 
Volvamos a la expresión de la fuerza crítica (14.17), 
Po mEl 
A" 
La tensión crítica sorá 
SE 
Den => A (14.19) 
siendo 1 el radío de giro de la sección, 


L, 
pole, (44.20) 





Lo magnitud É? so designa por A, 
Le 
Hr, (14.21) 


y se denomina esbeltez do la barra. La expresión (14.19) de la 
tensión crítica será entonces, 


ae. (14.22) 


Como vemos, la tonsión 0, crece a medida que disminuyo la 
esboltoz do la barra. La fórmula de Euler deja de ser válida cuando la 
tensión 0,,y alcanza el Iímito de proporcionalidad o,. De la expre- 
sión (14.22) se determina la esbeltez límite 
PE 
Ma = 





» 
Cuando la esbeltez de la barra es menor que Ay, la fórmula do Euler 
no es aplicable y, por lo tanto, el problema de la estabilidad de la 
barra requiere un planteamiento especial. 

Supongamos que la fuerza axial do compresión origina en la barra 
la tensión 9, (punto A de la figura 500). Si flexionamos ahora la ba- 
rra, variará la tensión en la sección transversal. Supongamos que esta 
variación és Au. Esta magnitud será distinta.en los distintos púntos 
de la sección. En la parte cóncava las tensiones de compresión crecen 
y la relación entre la variación de la teñisión y la variación del alar- 
gamiento estará dada por la curva correspondiente al proceso de 
carga, es decir, por'el tramo de la curva desde el punto A hacia arriba 
(fig. 500). Cuando la variación de la tensión es pequeña esta"curva se 
puede sustituir por la recta 4B. Entonces, 


Ao0=E'Ae. 
siendo Ae, la variación del alargamiento y E”, el módulo local que 


depende de.la tensión 0, y del tipo de diagrama de compresión. 
los puntos situados en la parte convexa do la barra flexionada tiene 
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lugar una descarga'(Fecta:AC de la figura 500) y aquí, 
Ao=E Ae, 


siendo E el módulo de elasticidad. De acuerdo con la hipótesis 
de las secciones planes se' puede 
escribir, * 3 
de=Z, e 
? + 
donde y se mido desdo la línea neu- Y 
tra. Esta última, claro:está, debi-  % 
do a que: los módulos correspondien- le 
tes a la carga adicional y a la des- 
carga son distintos, no es en reali- 
dad central (fig. 501). 7 7 
Para las zonas de carga adi- Flo. 500. 
cional y descarga se obtiene res- 
pectivamente, 


=Ez El 
do=E E, do=EL. (14.23) 


En el caso de una curvatura pequeña de la barra la fuerza 
normal en la sección transversal permanece constante y, por lo 
tanto, 

j AodF=0, 


6, de acuerdo a la expresión (14.23) 
E'S¡= ES, (14.24) 


siendo S, y S, los momento estáticos de las zonas de carga adicional 
y de descarga (fig. 501) respecto a la línes neutra. Cuando está dada 





Flg. 601. 


la tensión 0., y por lo tanto, también E”, de esta ecuación, por tan- 
teos sucesivos, se determina la posición de la línea neutra. 
Determinamos ahora el momento de las tensiones suplementarias, 


AM =. AoydF = (E'+1,E) 


Aquí so entiendo por 7, e 1, los momentos de inercia de las zonas 
de carga adicional y de descarga respecto a la línea neutra. 
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Escribamos la expresión obtenida como sigue, 
am= Tel, (14.25) 
siendo 7, el momento de inercia de toda la sección respecto a la 
línea neutra y 


Eso EFE, (14.26) 


Esta magnitud se denomina módulo de elasticidad reducido o 
módulo de Karman. Cuando el material de la barra se deforma elásti- 
camente, la línea noutra coincide con la central, 1,+7,=1 y E'=E, 
En este caso E,.y=E y, así pues, la fórmula (14.25) coincidirá con la 
fórmula común para la flexión elástica de la viga. 





En el caso de una sección asimétrica, como la que se analiza, no 
es lo mismo a qué lado de la línea neutra se sitúa la zona de carga adi- 
cional y la zona de descarga. Esto quiere decir que las flexiones de la 
columna en una u otra dirección no son igualmente probables. Para 
hallar en qué dirección ocurre la flexión es necesario, después de de- 
terminar E, cambiar de lugar las zonas de carga adicional y de 
descarga y repetir de nuevo los cálculos. Se debe escoger el menor de 
los dos valores de E,.¿ obtenidos. 

Las expresiones (14,24) y (14.26) adquieren la forma más simple 
en el caso de una barra de sección rectangular (fig: 502). Designando 
por e la distancia desde la línea neutra hasta :el centro de gravedad, 
obtendremos la ecuación (14.24) en la forma siguiente, 


h h * 

«pap, 

ny Ao» 

bd +e » —e 

> (: ) 5d es ) TE 

la expresión (14.26), después de eliminar la magnitud de e, será, 
E, a 14.27) 
VE YE e 


La estructura de la fórmula (14.25) que une la curvatura de la 
barra con el momento flector sigue siendo, como vemos, la misma que 


Como 
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en el caso de la barra que'trabaja en el dominio de las deformaciones 
elásticas. La diferencia consiste-solamente en-que el módulo de elásti- 
cidad E se sustituye porel módulo reducido E,¿¿. Por lo tanto, todas 
las expresiones para-las fuerzas críticas que fueron obtenidas anterior- 
mente, suponiendo que las deformaciones eran elásticas, se: mantienen 
pa también en el caso de las defor- 
maciones plásticas bajo la con» 

Sición de que E se sustituya por 






AY pues, 
Pa 


En lugar de la expresión 
(14.22) se obtieno la ecuación 








transcendental 
(14.28) 


La magnitud de Ej. as aquí del módulo E” tangencial y éste, 
a su vez, depende de 0... Así pues, la magnitud de la tensión crítica 
varía en función del tipo de diagrama y dela forma de la sección 
transversal. 

Veamos la solución gráfica de esta ecuación. 

En la figúra 503, a está representado el diagrama de compresión 
del material que tiene escalón de fluencia. Para mayor comodidad 
de las construcciones posteriores, este diagrama está invertido, es 
decir, 'súbre él eje de las abcisas se ubica la tensión o y sobre €l de las 
ordenadas, el alargamiento e. De acuerdo a este diagrama, en la figu- 
ra 503, b se construye el diagrama de la variación del módulo tangen- 
cial 


ES 
Sa 
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Hasta el límite de proporcionalidad, es decir, cuando 0<0,, E*=E. 
Cuando o==07,, E” se hace igual a cero. 

El mismo carácter tieno el diagrama do la variación del módulo 
reducido £y=f (0) (fig, 504). El aspecto de la curva en el tramo 
0,<0<0y. puedo variar algo según sea la configuración de la sección. 

Esoribamos la expresión (14.28) como sigue, 


O 
7 e Evca 

y tracemos sobre el diagrama (fig. 504) la recta 
O 
0 =1(0). 


La abscisa del punto de intersección de esta recta con la curva Ejey= 
=f(0) nos da, claro está, el valor de la tensión crítica 0.yy. La inclina- 
ción de la recta varía en función de la esbeltez 2. Cuando 4 es suficien- 
temente pequeña, es decir, en el caso de columnas muy cortas, el 


Co a 





E + 
Fig. 505. 


punto A (fig. 504) se desplaza hacia abajo y 0..=01- En este caso 
el cálculo por estabilidad se sustituye. por el cálculo común por,com- 
presión, partiendo del límite de fluencia. Cuando la esbeltez A, es su- 
ficientemente grande, el punto de intersección:4 se situará sobre el 
tramo horizontal de la curva E,.=/(0). Esto indica que la,barra 
trabaja en el dominio de las deformaciones elásticas y que aquí el 
estado crítico se determina según Euler. Las. expresiones (14.22) y 
(14.28) abarcan ahora toda la zona de:los valores de la esbeltez. A 
que realmente se pueden dar, partiendo de cero. í = 

El diagrama de la reación entre 0, y A está representado en la 
figura 505. La parte derecha de la curva se determina por la expresión 
(14.22). y se:denomina generalmente hipérbola de. Euler, La: parte 
izquierda de la curva, cuando 


2< 
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se' construye sobre la base de la solución de la-ecuación trans- 
cendental (14.28). 


Designamos 
Ye 






entonces 
Desi = POpos 

La tensión admisible será, 
[em =0 [0]. 

Por lo tanto, el cálculo de la estabilidad de la barra se puede susti- 
tuir por el cálculo común basado sobre el límito de fluencia, pero con 
una tensión admisible reducida. En lugar de la' tensión admisible 
lo), se escoge la tensión admisible plo): La magnitud p so denomina 
coeficiente de reducción de la tensión admisible. Este cooficionte dismi- 
nuye, al crecer la esbeltez. 

Conviene calcular previamente el valor del cooficiente y para los 
materiales más frecuentes Yallando, en la zona de transición, la in- 
fluencia media de la forma de:la sección transversal, y ubicar estos 
valores en la tabla. Más abajo so da esta tabla que so admite on la 
práctica del diseño de estructuras metálicas y de mádera. —* 








Tabla 12 




























o | 1,00 [1,00 | 1,00 [1,00 | 110 | 0,52 — |0,25 
10 | 0,9 [o,ss| 0,97 |o,se | 120 | 0,45 — |0,22 
20 | 0,6 |o,s| 0,9 [0,97 || 130 | 0,40 —= [018 
30 | 0,94 |o,ez| 0,81 -| 0/93 [-140 | 0,38 —- 10,18 
40 0,92 (0,89 | 0,69 [0,87 | 150 | 0,32 — [044 
so | 0,se |o0,86 | 0,57 [0,80 ]-460-| 0,29 = [012 
so | o,s6 [o,82| 0,44 [0,71 | 470 | 0,26 = [01 
7 | os [0,76 | 0,34 [o,60 | 180 |- 0,23 — [0,10 
80 |.0,75 [|o,0| 0,26 [0,48 / 190 | 0,2% — [0,0 
$0 | 0,69 |o0,62| 0,20 |0,88 0,19 — [0,08 
100 | 0,60 [0,51 | 0,16 [0,3% 






Veamos algunos ejemplos del cálculo de columnas comprimidas, 


basándonos en el coeficiente de reducción q. 





Ejemp! plo 14.4. Determinar la carga de compresión admis' la barra 
articulada. La longitud de la barra =2 m. La sección transversal es un perfil 
doblo to N* 304 (véase-la tabla del apéndice); Imp=2,95 cm, P=49,9 cm?. 
El matorial es Cr.2. La te ¡síble a compresión [o]¿=2 000 kgi/cm*. 

Calculamos la esbeltez 








ñ 
OS. 
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Por la tabla 12 obtenemos p=0,82. Calculamos después la carga admisible 


F=I0le=p P=82000 kl. 


Ejemplo 14.5. Calcular las dimensiones de la sección transversal de la co- 
Jumna empotrada en un extremo y, libre en el otro y solicitada on esta, último 
extremo por la fuerza P=2 tí, Dado que la longitud de Ja columna es I=1 1, 
el majerl 0 omader, y e tensión admísiblo [0].=200 kgt/c?, La sección trans" 
vorsal es cuas 

El problema ol por tanteos consecutivas puesto que no se conoce 
la esboltoz do la barra. Si la barra fueso muy corta, el tamaño a so detorminaría 
de la relación común, 








Biol PR a=3,18 cm. 


Fejamos abora algunos valores de a mayores que 3,16 cm y calculamos la 0s- 
pet 2 MVR 
g a be 


F 


Dospués, como on el ejemplo anterior, hallamos la carga admisiblo P 
diforontes valores do.a. El valor de a al que corresponda una carga 'arga 
dada (2 40) será el que so busca. En el probloma en cuestión resulta amÚ,3 cm. 
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Hasta aquí analizábamos solamente los problemas relacionados 
con la estabilidad de las barras comprimidas. Pasemos ahora 
lisis de los problemas más simples de la estabilidad de la forma plana 
de la "flexión. 

Es bien conocido que, en algunos casos, la forma plana de la flo- 
xión do la barra se hace inestable. Al perder la estabilidad ocurre la 
flexión en el segundo plano y simultáneamente ocurre también la 
torsión. Este fenómeno se observa con la mayor claridad en las vigas 
quo tienen gran rigidez en el plano de acción de las fuerzas exteriores 
y rigidoz pequeña en el otro plano principal. 

“Veamos la viga (fig. 506) solicitada en sus extremos por momentos 
que actúan en el plano vertical. Consideramos que las condiciones de 
apoyo en los extremos de la viga permiten el libre giro de la sección 
tanto en un plano como en el otro, pero, al mismo tiempo, impiden 
el giró corres eponiiente ala torsión. La rigidezen el plano de los 
momentos dados exteriores se considera suficientemente grande. Esto 
permite considerar que, antes de perder la estabilidad, la barra man- 
tiene esencialmente la forma rectilínea. 

Supongamos que la barra simultáneamente se flexiona en el plano 

endicular al plano de los momentos M y se torsiona. En la figura 
500 la forma do la barra flexionada está representada de manera tal 
que el desplazamiento y, su primera y segunda derivadas son positi- 
vas, Esto evita el error en los signos, al plantear las ecuaciones, 
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En una sección arbitraria situada a la distancia z del extremo 
izquierdo, el momento respecto al eje z; (fig. 506) será, 


Me =—Mo, 





Flg. 508, 


siendo q, el ángulo de giro de la sección que se analiza respecto al 
eje z. El signo negativo indica que el momento M,,,, se orienta do 
manera que disminuye la curvatura. 

El momento torsor en la misma sección será, 


Mi=+My' + Ma, 


siendo My”, la componente del momento Di respecto al ejo z, (fig. 506) 
y Mo, el momento respecto al ejo z en los apoyos. 
Recurriendo a las relaciones conocidas 


Ely" =Mue, GIO=61 9 =Mp 
so obtionen las ecuaciones diferenciales siguientes: 
Ely'=—Mp, Gl =My' 4D. (14.29) 


Aquí por: El se entiendo la rigidez de la barra a la flexión en 
la dirección PARA al plano do acción de los momentos 
exteriores M. G1, es la rigidez a la torsión. 

Eliminamos de estas ecuaciones q. Entonces 


yo+ ly =—e he, 
siendo pa 
Pda: (14.30) 
Resolviendo la ecuación obtenida hallaremos, 
y=C,+C,son ka +C, cos ke — Me. (4.31) 
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De la primera ecuación (14.29) determinamos el ángulo q, 
9= EJE (C, son ks-+C,cosks). (14.32) 


Las constantes C,, C,, C, y M, deberán escogerse ahora de 
manera tel que las funciones y y p cumplan las condiciones de 
borde siguientes, 


cuando ¿=0 y=0 y q=0, 
cuando z=1 y=0 y q=0. 
Así pues, obtendremos, 
C,+C,=0, C,=0, €, senkl — Fe1=0, C,senki=0. 
De aquí se deduco que en todos los casos C,=C,=0, M,==0. 
La magnitud C, se puede diferenciar de cero solamente cuando 
senkl=0, 
El primer valor del momento crítico se obtiene de la condi- 


ción, 
ki=x. 


De acuerdo a la expresión (14.30) hallamos, 
Man =% VEF-GT,. 
Las ecuaciones (14.34) y (14.32) serán 
y=C,sonTE, y=¿7.Co sen z. 


Así pues, los desplazamientos transversales y los ángulos de giro 
varían a lo largo del eje do la barra según una sinusoide (fig. 507, a). 





Empleando el método de la reducción de la longitud, como se 
hizo ón ol caso do las barras comprimidas, se puede demostrar que-en 
el caso de los extremos empotrados (fig. 507, ) el momento crítico 
Será, 
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El problema de-la estabilidad de la forma plana de'la flexión en 

el caso de solicítación de la viga por fuerzas cortantes transversales 

resulta bastante más complicado que el analizado anteriormente, 

puesto, quo el momento flctor en el plano de solicitación varía a lo 
rgo-del ojo de la barra. 


$ 95. Estabilidad de-aros y tubos solicitados por presión externa 


Veamos el problema de la estabilidad del anillo comprimido por 
una carga radial uniformento distribuida de intensidad q (fig. 508). 
Para cierto valor de esta carga la forma circular del anillo resulta 
inestable y el anillo se flexiona adquiriendo aproximadamente la 
forma de una elipse (fig. 508) 





Fig. 508. Flg. 509. 


Separemos del anillo flexionado un tramo elemental do longitud 
ds (fig. 509). El radio local de curvatura se designa por p. Conside- 
raromos que esta magnitud en poco se diferencia del radio inicial 
de curvatura R. 

En las secciones transversales del anillo flexionado surgen fuerzas 
normales y momentos flectores. La fuerza normal se considera com- 
puesta de dos partes: del sumando Y, es decir, de la fuerza que apa- 
rece en las secciones transversales del anillo antes de perder la esta- 
bilidad y del sumando NV que constituyo una pequeña variación de 
la fuerza normal originada por la flexión del anillo. 

Así 'pues, la fuerza normal será N,-+N. De la condición de 
equilibrio, antes de perder lá estabilidad, se deduce qué 

N,=gR. (14.33) 

Planteamos ahora la condición de equilibrio para el elemento 
flexionado (fig. 509). Proyectando todas las fuerzas sobre la di- 
rección de la normal obtendremos, 


94400 —(N,+N) E=0 
o, teniendo on cuenta la expresión (14.33), 


4 1 1d _N 
li) 
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Designamos la variación de la curvatura por %, 
—i=- (14.34) 
Como p 2 R obtendremos, di 
AmO. 
Planteamos dos ecuaciones más de equilibrio, 
NC 
+0, 
21,00. 
Do las tres ecuaciones de equilibrio oxcluimos Q y N. Entonces, 
de di 
EEE 
o después do integrar, 
Pt M=C.. (14.35) 
Pero el momento M está unido a la variación de la curvatura 
(14.34) por la conocida relación, 
1 1 
M=El (5) Elm. 


Eliminando on (14.35) el momento M so obtiene una ecuación 
con una incógnita x, 


FAC (14.38) 
siendo 
*=ArÍ. (14.37) 
Resolvemos la ecuación (14.38), 
x=C, pue +C, sen ks-+C, cos ha. (14.38) 


En el caso del anillo cerrado la carga, crítica se obtiene con la 
máxima facilidad de la condición de, periodicidad de la solución 
Le .38). En efecto, si la variable s recibo..un incremento igual a la 
longitud total del arco del anillo, es decir, 27, la función x debe- 
rá permanecer invariable, Pero pará ello es necesario que ks varío 
en una magnitud múltiple de 2 1.-Así pues, 

K(s+258)—ks=24n, 
siendo n un número entero arbitrario. Entonces, 
kR=n. 

Do acuerdo a (14.37) se obtiene, 


den = E, (14.39) 
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El valor mínimo de g., diferente de cero se obtiene para n=2. 
3Er 
Jen = Fr + (14.40) 


En éste caso la: curvatura x, sl -dar una vuelta: al anillo, recibe 
una variación de dos períodos completos, como se ve de la figura 508. 
El. anillo se flexiona con cuatro semiondas, adquiriendo la forma 
semejantera una. elipse. 

Si se refuerza el anillo con un númoro par 22 (n>2), de apoyos 
equidistantes (tig. 510), entonces la flexión ocurrirá con 2n semiondas 

y el valor crítico de q se determina- 
rá por la expresión (14.39) corres- 
pondientes al valor dado de m. 








Fig. 510, Fig. Bt. 


Los resultados obtenidos para el anillo so extienden sin dificul- 
tad, al caso de tubos largos solicitados por una presión exterior p 
(tig. 541), En ol caso dado q=p! y la rigidez de la bóveda a la flexión 


será a Así pues, 
(194) Ens 
Pe 1240) 78 


El problema de la determinación de la presión crítica, en el caso 
de una bóveda corta, cuando so flexiona la generatriz del cilindro, 
resulta más difícil, como también la determinación de la carga crí- 
tica para' los anillos abiertos, es decir, para los arcos. 


8 96, Método energético de determinación 
de tas cargas críticas 


Anteriormente, las cargas críticas se determinaron, resolviendo 
las ecuaciones diferenciales de la línea elástica de la viga. Esto método 
no siempre es cómodo y, en algunos casos, conduce a dificultades 
insuperables en los cálculos. Por eso, al resolver muchos problemas, 
se prefieren los métodos aproximados de determinación de las cargas 
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críticas que son menos exactos, poro más simples. Entro estos méto- 
dos el más difundido es el método energético. 

Supongamos que la barra (fig. 512) se comprime por la fuerza P 
menor que la crítica. En este caso la barra se encuentra en posición 
estable de oquilibrio. Se la puede flexionar, aplicándola una carga 
transversal (fuerza Py). Al pasar la barra de la forma recta de oquili- 
brio a la curvilínea, las fuerzas P y P, realizarán cierto trabajo y, 
como resultado, aumentará la energía potencial do la floxión. El 
balance energético del sistema puede plantearse de acuerdo a la ecua- 


ción siguiente, 

Une =PA+A (PY, (14.41) 
siendo A (Py), el trabajo de la fuerza transversal P, y A, el desplaza- 
miento del punto de aplicación de la fuerza axial. En el producto 











e 512, 


Ph no figura el coeficiente 1/2, a diferencia de los casos analizados 
anteriormente, puesto que, durante el desplazamiento A, la fuerza P 
pormanece constante. 

Igual energía de la flexión Uy,,, se puede obtener para distintas 
combinaciones de P y P,. De la ecuación (14.41) se ve que cuando 
Use, es constante, a un valor mayor de P:corresponde un valor me- 
nor de la fuerza transversal P,. Es posible, claro está, el caso cuando 
el paso de la forma rectilínea de equilibrio a. la curvilínea ocurre 
sin aplicar fuerzas transversales suplementarias. Como sabomos esto 
tiene lugar para el valor crítico de la fuerza axial. La ecuación (14.41) 


en este caso será, 
Vox = Pesndvo (14.42) 


En los sistemas comunes, por ejemplo, en la flexión de-la viga, 
los cargas transversales realizan cierto trabajo sobre las, flechas- que 
son desplazamientos pequeños de primer orden, La expresión - (14.32) 
tiene la particularidad de que considera el trabajo de las fuerzas: exte- 
riores sobre los desplazamientos pequeños de segundo orden A. Esta 
particularidad es característica para los problemas relacionados con 
el fonómeno de S as de ds > ds 

Expresemos y A por los desplazamientos transveráales de 
la barra y- (fig. 943). La enorgía de la flexión so expresa por el 
momento flector como sigue, 


Ñ 
Uan es. 
qa 
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Teniendo en cuenta que Mi. =Ely” obtendremos 
A 


Oya =5 | Fly" ds. (14.43) 
? 


El, desplazamiento A ¡so,puede determinar como la diferencia 
entro la longitud 2 y la proyección de la línea elástica flexionada 
sobre la, recta que une los apoyos Está claro (fig. 513) que 


dh=di—ditost  hás. 





En el caso de flechas pequeñas 9 =y' y, por lo tanto, 





1 
Ayna (44.44) 
5 
Así pues, de la expresión (14.42) obtendremos 
4 
0 Ely" ds 
Pa ——. (14.45) 
Jura 
; 


Si se conoce la función y, entonces sin dificultad se determina 
Pesw Por ejemplo, en el caso de la barra articulada (fig. 513), 
como sabemos ya, 

ná 
z. 
Una vez introducido y en la expresión (14.45) obtendremos el 
valor ya conocido, 


y=Csen 


“Er 
Pa=Er + 
En realidad, la función y permanece desconocida hasta que no sea 
resuelta la ecuación diferencial de la línea elástica. Resulta que para 
detorminar la fuerza crítica es necesario volver al método de solución 
anterior. 
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Sin embargo, la función y puede ser dada de manera aproximada, 
En este caso, los errores que se cometen al fijar la configuración de-la 
línea elástica, influyen poco sobre la magnitud de la fuerza crítica. 
Por lo tanto, se puede obtener una solución suficientemente exacta, 
fijando la función y sobre la base de consideraciones físicas simples, 
es decir, «acertando» aproximadamente la forma de la línea elásica. 

Supongamos que no se sabe que la barra articulada en los extre- 
mos, al porder la estabilidad, se flexiona según una semionda de la 
sinusoido. Fijamos otra curva «parecida» a aquella. Supongamos quo, 
por ejemplo, la barra se flexiona según el arco de la parábola 

y=Cz(l—2). (14.46) 

Al escogor la función debemos, claro está, garantizar que se cum- 
plan las condiciones de bordo. En nuestro caso, cuando 2=0 y 1=1, 
el desplazamiento y se hace nulo y se cumplen, pues, las condiciones 
de borde. Al mismo tiempo, se debe advertir que la función escogida 
ho es muy exacta puesto que y”=const, lo que quiere decir que la 
curvatura de la barra, al perder la estabilidad, es constante, mientras 
que en realidad adquiere su valor máximo en el centro y es nula en 
los extremos do la barra. 

Veamos,sin embargo, el resultado que nos da el método aproximado 
en este caso. Introduciendo la función admitida (14.46) en la expre- 
sión (14.45) obtendremos, 

s0El 


Pem= 252 on lugar de E$2. 


Como vemos, incluso esta aproximación tosca conduce a un error 
quo no es tan grando. 

La exactitud de la solución puedo aumentar considerablemente, 
si se tiene en consideración el carácter de la variación del momento 
flector a lo largo de la barra. Se puede, por ejemplo, admitir que lo 
que varía según la parábola cuadrática no es la flecha, sino la curva- 
tura. Entonces, 




















y =Ci(l—2). 
Una vez integrada la expresión, 
y=c(P—5+a). 


Escógemos la constante a de manera tal que y” soa igual a coro 
en el medio de la barra. Entonces, 


y =É0 (BIS —1. 


Introducimos y” e y” en la expresión (14.45) y, después de integ- 
rar, obtendremos, 
168 El 
Pe TT TE + 
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resultado que se diferencia del valor exacto de la fuerza crítica sola- 
mento en la tercera cifra. 

Si volvemos al ejemplo bastante voluminoso 14.2, incluso en este 
caso se puede, con relativa facilitad, obtener el valor de la fuerza crí- 
tica por el método energético. Como la fuerza está aplicada en el mo- 
dio de la barra (fig. 498), la integración de la magnitud A (14.44) 


deberá realizarse entro los límites ¿y 1, obteniendo, en Jugar de la 
expresión (14.45), la siguiente, 














f Elyo as 
Pa=+% . 
futas 
de 
Supongamos que 
y=CsnF. 
Entonces, después de integrar hallaremos 
2EL 
Pe = A + 
La solución exacta era, 
18,781 
Pen = PEL, 


Los ejemplos analizados nos demuestran que, por el método aproxi- 
mado, se puedo, sin grandes dificultades, obtener el valor suficionte- 
mente exacto de las fuerzas críticas. La práctica dol cálculo demuestra 
que el método energótico es muy efectivo y en toda una serie de casos 
insustituible. 

Veamos por fin un ejemplo más. 


lemplo 14.6, Determinar la carga crítica para la barra empotrada en un 


Ej 
extremo y solicitada se lo peso lem (fig. 514). 
"Fijalnos la ecuación de la linea a E sonda como stguo, 
mu 


y=c ( —cos 5) 
Es fácil demostrar que esta expresión satisface las condiciones de bordo. 
Determinamos las enorgía do la floxión, 


Un + Elydz =t Eco (5) 
7 


Para calcular el trabajo de las fuerzas q, al pasar de la forma rectilínea 
a la curvilínea, hallamos, según le expresión (14.44), la magnitud de A, 


(fig. 514), A 
ao (z) (hm). 
; 
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El trabajo de las fuerzas g será, 


: 
1 =Y/p. 2 
[arto (5) 6%) 
j 
Igualando este trabajo a la energía de la flexión obtendremos, 
El a B,29£1 
7 Lt =>2 5 3 A 


mientras que la solución exacta nos da, 
7,83E1 
Pen 


Es característico del método energético el que el 
1 error que se comete al determinar las fuerzas críticas 
¡ene siempre el mismo signo. El valor aproximado 
le la fuerza crítica es siempre superior al exacto. Esto 
se explica por el hecho de que, al fijar la forma 
aproximada de la línea elástica, parece que impo- 
Y nuemos ligaduras adicionales al sistema, obligándo- 
la a deformarse de una manera que no es propia 

Fig. 514. del sistema, aumentando así su rigidez media. 





$ 97. Método de los parámetros de origen 


En la actualidad, al realizar los cálculos prácticos, dominan los métodos 
computativos basados en la técnica de las máquinas calculadoras electrónicas, 
El número de operaciones aritméticas realiza la máquina computadora por 
unidad de tiompo es tan grande que on el trabajo de investigación conduce a un 
salto cualitativo, resultando que la máquina, de un aritmómotro de acción rá. 
pida, se ha convertido en un medio de análisis. Cambia el concopto do problemas 
imples y problemas complicados, de métodos efectivos y no efectivos de solu- 

a. 


si 
ció; 

“Veamos uno de los métodos mecánicos de determinación do las cargas crí- 
ticas, más difundidos —— el método de los parámetros de origen. A este método 
volveremos otra voz en el $-108, al determinar las frecuencias propias de las, 
oscilaciones de-los sistomas elásticos. 

Veamos el ejemplo, «simple» desdo el punto de vista del método mecánico, 
pero suficientemente complicado desde el punto: de vista del planteamiento 
común. 

Supongamos una barra (fig, 545, a) de.rigidez que varía de manera escalo- 
ada, aunque puedo variar, en tl caso goneral. según una lay arbitraria. U0O de 
los extromos de la barra está empotrado y el otro:so apoya libremento sobre una 

rticulación. A iguales distancia de los extremos so ubican dos apoyos elásticos 
en 

















idor e; y ca, lo que indica que las reacciones de apoyos so ori 
rección conétaria a los desplazamientos ya y. ya son proporcionales a 68t0s, 
Pi=—=e Pa Calas 

siendo y, e y, los desplazamientos de los apoyos. 

Detarmibeós la Gua crítica Pou, 

La solución analítica de este problema presenta, claro está, grandes difi- 
cultades. El empleo del método energético resulta también bastante dificultoso, 
puesto que la forma de la línea elástica puede variar considerablemento en fun: 
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ción de la rigidez de los apoyos intermedios y, por lo tanto, al fijar la función 
Que ropresonta la Jínea elástica, resulta necesario introducir no ya un solo paré- 
Thetro de escala, como ocurrió en los ejemplos que so analizaron anteriormente, 
sino varios parámetros cuya relación entro sí deberá determinarse de la condi- 
ción del mínimo de la fuerza crítica. 

Veamos el algoritmo mecánico. 

Ubicamos el origen de las coordenadas en el apoyo izquierdo y designamos 
la reacción de apoyo por R (fig. 545, 0). 


Vanos 


10 





A 
Fig. 515. 


El momento flector en el primer vano, es decir, cuando 02, sorá, 
My==—Py+Rz, - 
en el segundo vano (para 1221), 
My —Py4Ra4P1 (51), 
y, por último, en el tercero (cuando 1: < 31), 
My — Py 4 Rad Pr (21) 4 Pa (:—20), 


donde las fuerzas P, y Pa se aplican, por ahora, hacía arriba. 
La ecuación diferencial de la línea olástica en su forma general es, 


Ely =M, (14.47) 


siendo El y M las correspondientes funciones de z. 

Conviene, al emplear las máquinas, escribir las ecuaciones on forma adi- 
mensional. 

En lugar de la variable indopendionte desplazada = se introduce la coordo- 
nada adimensional E que varía entre cero y tres, 


Introducimos ahora la flecha adimensional y y el momento adimensional 
también, 4, 


e 
ASE" 
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La ecuación (14,47) será, 
F- mi (14.48) 


Planteamos la expresión del momento adimensional, 
fa ' 
to vas), HER G—O (+37 6-2) ,r 


Ago so recurre a la notación Ea se pios anteriormente, al plantear la 

ecuación universal de la línea elástica de la viga (vénso el $ 32). Para obtoner el 

momento en los vanos uno, dos y tres se deben retener los términos que figuran 

a la izquierda de las líneas verticales de índices 1, 11 y 111 respectivamento. 
Introducimos las notaciones, 


PP Op ABR 
En =P Er o En a Hr“ 
Teniendo en cuenta que P=—c1Y, y Py=—csYa, obtondremos, 


Dll Dhu) (14:40) 


El parámotro 2) varía alo largo del ojo de acuerdo a la ley dada do variación 


de la rigidoz. Las magnitudes n, y na son las flechas adimensionales en los pun- 
os donde se encuentran los apoyos tláaticos, es decir, E 


MEM MS Maa 


La otapa do entrada del 1 doberá contener dos bloques lógicos, En 
el primero, dada la magnitud ¿, so determina el número del tramo y se calcula 


ER . SL la rigidoz varía sogún una loy continua, esto bloquo lógico se sustituya 





por otro aritmético. En este caso $ so determina como una función continua 


dada de [. 
En el segundo bloque lógico, dada la magnitud de [, se halla el número del 


vano, y, después, en y, My, %g, Mo, Se ODti xpresión 
ros "hat pues, en Le salida de los hiogues e 


función de 
figura entre las llaves (14.49). so ob- 
dona ¿0 

'olvamos ahora a la ecuación (14,48), reducióndola a dos ecuaciones do 
primer orden con las notaciones, 


q-s F=» 


An=0-AT; A0=p-AL. 

El intervalo de la variación de £, de cero a tres, lo dividimos, por ojemplo, 
en tres mil tramos, considerando A£=0,001. 

La integración se Jlove según ol esquema obvio. 

La magnitud p calculada en el paso anterior, se muitiplica por Af y así 
so determina 20. Ésta última se suma al valor anterior de 0'y la Soma, así ob: 
tonida, se multiplica por A? y de esta manera so halla el valor de An que ge suma 
después al valor anterior de 1, Después E recibe ol incremento Af y eo calcula y. 
El de integración continua hasta que no so agoto todo el intervalo 
variación de E, es decir, desde cero hasta tres, 

En la última etapa se toma note de los valores de la flecha y y del ángulo 
de giro O. Según las condi 






o-en diferencias finitas, 








¡ones de apoyo de la viga, cuando [=3, estas magni- 
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tudas doberán ser iguales a cero. Para satisfacer estas condiciones disponemos 
do dos parámetros de origen 0=0.. y Ro (de aquí el nombro del método de 
Nes parkimotros de origen). La Mochg sdlmessional y en el origen de las coorde" 
nadas es siempre igual a cero. 

Fijando en el primer paso diversos valores de 0, y Ry obtenomos valores 
diversos do Qca Y Tlc=9 en el extremo del tramo de integración. Como estas mag- 
ú"itudes son fúncionss lineales de 0, y AZ podemos escribir, 





(14.50) 


siendo a1, 259 am, ciertos coslicientes desconocidos, Como 0, 
tano igals a caro, s9 obtiens Mn altema MS iZ 














¿lolones, 
2110+0,:Rp=0, 
22100+ 2949 =0, 
Para que exista vna solución quo no soa igual a cero es nocesario que 
(14.51) 
Esto permito determinar el valor crítico dela fuerza (Poe 
11 proceso do determinación de (P oJery es el siguiente. 
So comienza por realizar una evaluación tosca del orden de la magnitud 








csporada de (Pocen. En el ejemplo que se analiza (fig. 515) so pueda 4 
Do realrar los ajsuyos intermedios, Be obtiene AS er 
Epoyada on un extremo y empotrada on el otro. En esto caso, escogiendo la mí- 
mima rigidoz E/=El, obtendremos, 





Pana 6 (Pa pa 209. 


Interpretamos este valor como el valor original que so introduce en el programa. 
Introducimos después en el programa los parámotros dados a, y a, que dependen 
de la rígidoz de los muelles, 

Suponiendo Oy=1 y R¿=0 realizamos la primera integración sobro todo el 

intervalo, obteniendo en el extremo del intervalo las magnitudos 0... YM, 
De acuerdo a presiones (14.50) 
345. Tntroducimos estos valores en la memoria de la máquina y. suponién- 
de0,20' y Re=t, ropotimos los cálculos. Entoncos 6;ay=059 Y Nagra: 
“Así so obtienen" los elementos del determinante D (14.51) que se Calcula después 
fácilmento. Es natural que el determinante obtonido no sea igual a coro. Intro- 
ducimos su valor on la memoria y damos a la magnitud de Po el incremento 
Apo. por ejemplo, AP¿=0,1 y calculamos de nuevo el doterminante. El nuevo 
valor del determinante ss compara con el anterior. Si no varía el signo del deter- 
minante, sumamos a Py, de nuevo un valor nuevo de AP, y así sucesivamente. Si 
el doterminanto varía de signo, interpolando, hallamos (2 gJeri1. Para una pre- 
cisión posterior mayor se puede reducir APA y repotir los cálculos en el tramo 
donde varía el signo de D. 

El tiempo que la máquina necesita para realizar la operación indicada cons- 
tituyo varios minutos. Este tiempo aumenta, naturalmente, varias decenas do 
yeces, si se requiere no sólo hallar la fuerza crítica, sino también los parámotros 
óptimos del sistema. 

El método de los parámetros de origen es prácticamente un método exacto. 
Los errores que se cometen, al determinar la fuerza crítica son consecuencia, 
no tanto de los errores relacionados con la integración, que siompre pued 
ser reducidos, ino de la medida en quel estructura rel corresponde al esquema 

ol cálculo. 








cuando Oy=1 y Ry=0 Úros=a5, 
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El empleo del método de los parámetros de origen es particularmente ven- 
tajozo cuando las leyes de variación de la rigidez son complejas y cuando los 

fuerzos de compresión varían a lo largo del eje, 

Cuando el sistema tiene un número grande de ligaduras impuestas, o cuando 
el orden de las ecuaciones diferenciales es mayor, ol orden del determinante D' 
aumenta. Esto, sin embargo, no conduce a complicaciones sensibles, puesto que 
existen programas «estandartizados» para esta operación típica. 

El método de los parámetros de origen se puede emplear con éxito también 
en el análisis de la estabilidad, no sólo de sistemas compuestos por barras, sino 
también de bóvedas. En este caso el problema resulta bastante más complicado, 

Ejemplo 14.7. Indíquense, para la barra de la fígura 516, a de rigidez va: 
riable, los parámotros de origen y explíqueso el principio de la formación del 
determinante D. 


o 2.8 
a, 





Flg. 516. 


Situamos el origen de las coordenadas en ol ompotramiento y analizamos el 
Pa, Poy Pp (ig. 516, d). En el punto A y=0 
cuatro Condiciones: Ye=0, yp=0 0 yy= 


vamo, : 
las constituyo ol correspondiente renglón” del deferminatito D 



















y las fuerzas 
fa condición de 






nes. La primero vez se considera diforente de cero el momento M4, la segunda, 
la fuerza Pla tercera, la fuerza Pa y lo cuarta, la fuerza Pc. É 
ls cal os 





arámetros valores de los parámetros que no son 
iguales a cero, se pueden escoger vez arbitrariamente, puesto que esto no 
ipfloyo sobre el signo del determinante D. En lo demás el problema en nada so 





difororicia del analizado anteriormente, 

Ejemplo 14.8. Compóngaso el algoritmo (secuencia del cálculo) para la d- 
terminación del coeficiente de seguridad referido a la estabilidad de la torre 
de televisión (fig. 547, a). Las loyos de variación de la carga lineal q y la de la 
variación de la rigidez £7 están dadas (fig. 517, e). 

Introducimos el coeficiente constante n y analizamos en lugar de la carga y 
la carga crítica límite ng. La magnitud » es el cooficiento de seguridad referido 
a la estabilidad, 
cuy iapisamos las condiciones de equíibeo de los alementas de longitud de 

g. 517, a). 
Proyectando las fuerzas sobre la normal y la tangente al arco del elemento, 


obtendremos, 
Q=nq'—Ny"; N'=—nq. 
Sumamos a ésta la condición obvia, M'=Q. Como siempre E/y'=M. 


Si so tiene en cuenta.el empleo posterior de la máquina, entonces no conviene 
introducír y excluir de las ecuaciones las incógnitas. 
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tros de origen 415 
Anotamos y'==9 y escribimos las ecuaciones en diferencias finitas, 
NM 
a0=(00—22) As; 
AN=—n955; AM=Q4s; (14,52) 
Ay=0 8; A0=Py As. 


En proa se preveen dos bloques de entrada para doterminar q=/(=) y 
=1(). 








Flg. 517, 


En nuestro caso conviene dividir la torre en dos o tres tramos y aproximar 
róficamente las leyes dadas de variación de q y El por polinomios exponone 
s, cuyos coeficientes se obtienen según un programa cestandortizado». 

So calcula después el velor original do ÁY que es, naturalmonto, igual al 


poso de la parte do la torre que se encuentra por encima Ny==nf'q dz. Cuando 
> 


1=0 y=yy=0 y 9=0,=0, mientras las magnitudes Q= M=M, se 
interprotan como parámetros do origen indeterminados, Cuando ¿=1 el momento 
M y la fuerza cortanto Q deberán ser iguales a cero. Estas condiciones constí- 
tayen dos renglones del determinante D de segundo orden. 

Primeramente suponemos M 440 y Q4=0. nda integración My= 
=0 y Q+x*0. Todas las operaciones restantos se llevan a cabo como on el ejemplo 
analizado anteriormente, salvo que el incremento lo recibe no la fuerza 
el iria n. Este proceso se continúa hasta que el determinante D no sea 
igual a cero. 
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$ 98. Sobre algunos casos de pérdida 
de la estabilidad que no abarca el esquema clásico 


El planteamiento analizado anteriormente, al juzgar sobre la estabilidad 
de los sistemas elásticos, se basa, sobre todo, en una serie de suposiciones que fuo 
enumerada en el $89. La esencial de eses suposiciones consiste en que las per: 
turbaciones que so comunican al sistema son pequeñas. 

Hasta ahora definíamos la posición de equilibrio como estable, si el siste- 
ma, al ser desviado en una ¡itud arbitrariamente eña y dejado después 
en libertad, vuelve a su posición inicial, Si después de eliminar las causas que 
originaron esta desviación pequeña el sistema no vuelve a su posición inicial, 
entonces la posición de equilibrio se denomina inestable. De una u otra manera, 
en todos los casos se supone que las desviaciones de la posición de equilibrio son 
no solamente pequeñas, sino infinitamente pequeñas. Debido a esto, a veces, 
se dico quo el sistoma es establo «contra desviaciones pequeñas». Esto quioro 


GIA 








Estable contra Jnestoble contra 

perturbaciones _ perturbaciones 

grandes y pequeñas grandes y pequeñas ra 
Flg. 518. 






tambión contra desviaciones pequeñas, mientras que la 
claro está, no es justa. El sistema que es establo contra desviaciones pequeñas 
pueda no ser establo contra desviaciones grandes. 

Es ampliamente conocida la ilustración de las posiciones estables o inesta- 
bles de equilibrio en el ojemplo de la bolita que descansa sobre una superficie 
cóncava o consexa (lg. 548). Esto esquema puedo sor complementado con un 
tercer dibujo. Si la bolíta se encuentra en el fondo de una hendidura pequeña, 
su posición será estable contra desviaciones pequeñas, pero inestable contra 
desviaciones grandes. 

En ol sentido habitual de la palabra so dico que el lápiz que se apoya en ol 
extremo opuesto a su punta se encuentra en una posición inestable de equilibrio, 
Esta inestabilidad es inestabilidad contra desviaciones grandes. Para que el 
lápiz pas a ocupar cia posición de equilibrio ole debo desviar dela losa ver. 
tical de tal manera que el centro de gravedad salga de los límites del área de 








apoyo, es decir, es necesario aplicar una desviación pegueña, pero finita. La 
posición del lápiz sobre el extremo opuesto ale punta, desde el punto de vista 
le la estabilidad contra desviaciones pequeñas es siempro establo, Ineluso cuando 
se trata de una superficio de apoyo pequeña. 
Algo completamente opuesto ocurre sí el lápiz se pone sobre la punta, Esta 
posición de equilibrio es inestable contra desviaciones pequeñas (fig. 549). 
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Los sistemas elásticos más simples para los cuales es posible mantener la 
estabilidad contra desviaciones pequeñas, siendo simultáneamonto inestables 
contra desviaciones grandes, son, por ejemplo, los siguientes. 
La barra de extremos planos se comprimo entre dos losas (tig. 520, a). En 


la barra flexionada son les dos formas básicas de equilibrio: una la que se 
indica en la figura 520, 6 do carga crítica 
P, á4mMEl 
ao 


y la segunda, la representada on la figura 520, <. El paso 
ocurre en el caso de desviaciones pequeñas y a sega de 
siones 







necesario comuni- 
desviación que, aun- 
que es pequeña, pero 08 hnita, 
lamento en esto caso se podrá 
vencer la acción rectificadora de 
los momentos quo aparecen en 

tilo Jo Jlo los extremos, 


la Ja 1d 


2 Pp 


ple e 





Flg. 520, Flg. 521, 


Un fenómeno análogo ocurre on el sistema do la figura 524. Aquí, el momen- 
to dosviador originado por la , cuando se trata de flocl 

sorá menor que el momento rectificador debido al poso propi 

barra adquier ma de equilibrio con el ojo flexionado hay quo comu. 
cierta desviación origi ¡eña poro 

El studio do la estabilidad contra desviaciones grandes de los sistemas olás- 
ticos es mucho más complicado que en al caso de derivaciones pequeñas, puesto 
que on ol primor caso, la solución del pa »bloma so reduce al estudio de ecuaciones 
no lineales. Sin embargo, la solución d + los problemas de la estabili 
sobre este planteamiento, permite responder a preguntas que desdo el punto de 
vista de las dosviaciones pequeñas po pueden ser resueltas. 

Especial Importancia tienen los problemas de estabilidad contra desviacio- 
nes grandes en el estudio de las bóvedas, 

n partici el problez est d de una bóveda esférica some- 
tida a la acción de la presión exterior y el de la bóveda cilíndrica comprimida on 
Ja dirección axial, reciben una interpretación satisfactoria, solamente partiendo 
do la estabilidad contra desviaciones grandes. 

Veamos otra suposición más que sirvo de base para el método clásico de 
 1anteamionto de la estabilidad de sistemas elásticos. Se trata de que las fuerzes 
le inercia que acompoñan al movimiento del sistema, so consideran sin impor- 

tancia, Como resultado do esta suposición, el análisis de la estabilidad do las 
formas de equilibrio so sitúa plonamento, dontro do los límites fijados por la 
estática y se denomina, con frecuencia, método estático. 

A diferencia del método estático es puedo hablar también del método diná- 
mico. En este caso, al analizar la estabilidad, se analizan no las formas do equi- 
librio que se diferencian poco de la forma dada, sino que se dian las leyes 
del movimiento del sistema después de aplicarle cierta desviación de su estado 
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inicial. Si el movimiento ocurre de manera tal que la posición inicial so resta» 
blece, entonces esta posición se considera establo. 

Para la inmonsa mayoría de los problomas que se encuentran en la prác- 
tica, los métodos dinámico y estático son equivalentes y conducen a iguales ya- 
loros de las cargas críticas. Sin embargo, existen te también sistemas para los cua. 
les el método estático no proporciona ninguna solución, puesto que no existen 
formas de oquilibrio que se E orencion de la inicial. Esta sistema. al perder la 
estabilidad, pasa, como regla general, a un régimen de movimiento oscilatorio 
do amplitud creciente. 

En la figura 522 so muestran dos ojemplos do esto tipo de sistoma, La barra 
ompotrada en un extremo (fig. 522, a) llova en el otro extremo una fuerza de 
dirección constante, normal al extremo. Es fácil demostrar que para esta barra 
no existen formas de equilibrio con el eje flexionado. Si analízamos las leyes del 
movimiento de la barra se puede observar que cuando las masas se distribuyon 
uniformemente y cuando 














20E1 
Pan a 


la forma rectilínea do equilibrio se hace inestablo y, en el caso de un aumento 
posterior do la fuerza, on la barra surgen oscilaciones Ilexionantes, 

El mismo resultado so obtiene para la barra de la figura 522, 6, La fuerza P 
so orienta aquí siempro verticalmente hacia abajo y, duranto la flexión de la 

a, so desliza sobre l disco imponderable ubicado en pl extromo de la barra, 

itud de la fuerza crítica en casos semejan' pondo no 

esto de ln iéngitud y rigidos de la barra, sino tambléa de la Say de distribución 
de las masas en ol sístoma, 

La particularidad característica de estos sistemas consiste on quí 
exterlorta. durante los desplazamientos del cuerpo elástico ronllzan cierto in 
Fajo cuya magnitud depende no sólo istancia recorrida, sino tambié 
del camino por el cual se recorre esta distancia. Esto tipo de sistemas so donomi- 
nan PE no conservátivos. 

1,503 so analizaba sl problema de la estabilidad de una barra fuera 
del demini elástico. Esto bién se refi ipo que 
"2 plenamento el esque eto Para aclarar sta cuestión velvasoS 
 slinición Inicial de la estabild 
entiendo por ostabilidad la capacidad ¡el sistema da recuperar au estado 

a vez alíminadas las causas que originaron la desviación de la posición 
de equilibrio. Pero sl en el cuerpo deformado surgen deformacionos plásticas 
está claro quo el sistema carecerá de tal propiedad. 

Asi pubs, desaparoco la conocida definición de la estabilidad y el método 
«tgrnasol de ls desviaciones pequeñas con el cul e determina la estabilidad 
o inestabilidad, pierdo claridad y simpleza. E otra definición nueva 

9. por o menos, es necesario <orregir o ampliar la vi para, que el problema 
la estabilidad del sistema que se deforma plásticamente adquiera 9 mismo 
gos y le jalema vidad co su plentosmiento que l en el caso del sistema 
quo sg deforma olésticama 
'Úna de las posibles definiciones es la siguiento. 

Se enttende por sistema estable aquel que, al recibir desolaciones pequenas 
no pasa a un estado nuevo desde el punto de vista cualitativo. 

Es muy importante en estas cuestiones renunciar u la identificación ampt; 
mente difundida de dos conceptos: 1) la fuerza crítica y 2) la carga límite, 
concepto de carga crítica está estrechamente relacionado con el esquema clásico 
de la estabilidad y con el método de las pruebas. El empleo do esto término on 
otro sentido es indeseable. Esto conduco generalmente a equivocaciones y a In- 
comprensiones mutuas. La carga límite caracteriza la capacidad resistente de 
la estructura, Esta es la carga que conduce o a la rotura o a que surgen desplaza- 
mientos 1 Dion. da Sarga líalto depende de las propiedades esenciales 
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del objeto real y, si el esquema clásico no refleja todas las propiedades esenvia- 
les del objeto reai, no tiene por que coincidir la fuerza crítica con la carga límito. 
Así por ejemplo, cargando una barra en la máquina de ensayos, determinamos 

carga límite por estos o aquellos síntomas en el comportamiento de la barra, 











Genoralizando el contenido de este parágrafo, se debo decir que:el problema 
de la estabilidad de los sistemas deformables no se agota, ni mucho menos, in” 
cluso en el Serio Plantezmiento. Esta cuestión es actual objeto de estu- 
dio tanto por científicos aislados, como por toda una serio de escuelas científi- 
cas. Por lo tanto, todas las cuestiones tratadas aquí se deben interprotar no como 
razonamientos definitivos, sino como una breve enumeración de los planteamion» 
tos cuyo desarrollo se encuentra todavía en la otapa de formación. 


ef 


Fl 








» bh TT 
Fig. 622. Flg. 529, 


$ 99. Compresión excéntrica de una barra esbelta 


Los problemas do la tracción y compresión excóntricas que so 
analizaron en el capítulo IV se referían a barras cortas y rígidas. Es 
distinto el aspecto de este problema cuando se trata de barras esbel- 
tas. En esto caso, el eje de la barra bajo la acción de la carga oxcón- 
trica puede flexionarse considerablemente y, al determinar los mo- 
mentos flectores, resultará necesario tener en cuenta las flechas de 
la barra. 

Veamos la barra comprimida excéntricamente y empotrada en 
un extremo (fig. 523). Bajo la acción de la fuerza P la barra se fle- 
xiona y a la distancia z del empotramiento so origina la flecha y. 
El momento flector en esta sección será, 


M=P (e+f—y). 
Por otra parte, en el caso de flechas pequeñas, 
M= Ely". 
Igualando los momentos, se obtiene la ecuación diferencial de la 
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línea elástica do la barra, 
Ely +Py=P(e+f. 


Y +ky=e + 
de donde se obtiene, 


y=C, sonkz4+C,coskz+e+f. 


En la expresión obtenida figuran tres magnitudes desconocidas: 
dos constantes de integración C, y C, y la flecha en el extremo do la 
barra /. Estas magnitudes se determinan de las siguientes condicio- 
nes de borde: 


6 


cuando 2=0 y=0 e y =0, 
cuando 2=1 y=f 
Así pues, se obtiene, 


C,=0, Cy= (+8), 1 





H 
y entonces, 
1 —cos ke 
Ys 
Doterminamos el momento (lector, 
” cos kz 
M=Ely =Elee Z2l 


El momento flector máximo surge cuando ¿=0. introduciendo 
el valor de k hallamos, 


Mis Ps (14.53) 
“va 


Si la barra es rígida, es decir, sx ¿y os pequeño, obtenomos 


Mm =Pe. Cuando se trata de una barra de poqueña rigidez, 
cos y/ Fey puedo sor bastante menor que la unidad y el momento 


máximo crece así considerablomente.Un caso especial tiene lugar cuan- 
do la fuerza P es igual a la carga crítica. Entonces, 


cos VE=0 


DEl 

Pan + 
En este caso, incluso cuando se trata de una excentricidad e muy 
peque ía. el momento flector en la barra, si se juzga por la fórmula 
(14.53), so hace infinito. Está claro que este Pesado ota justo 
puesto que el brazo de la fuerza P para flechas cualesquiera no supera 
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la longitud de la barra 1 y el momento respectivamente no puede ser 
mayor quo Pl. Esta contradicción es consecuencia de que, al deducir 
la ecuación de la línea elástica, las flechas se consideraron pequeñas. 

Sea como sea, cuando la fuerza P se acerca a la crítica, las flochas 
de la barra aumentan bruscamente lo que en las estructuras reales 
es inadmisible. 


$ .100, Flexión longitudinal y transversal simultáneas 


Veamos la solicitación de una barra recta por una fuerza axtal y 
por un sistoma de fucrzas transvorsales (ig. 524). Esto tipo de soli 
citación se denomina flexión longitudinal y transversal simultáneas, 








Fig. 524, 


Al plantear la ecuación diferencial do la línea elástica do la viga, 
el momento flector se puede considerar como la suma del momento 
do las fuerzas transversalos M, y del momento do la fuerza axial 
Py. Como las flechas se consideran pequeñas, el momento M, dependo 
explícitamento sólo de z y no dependo de y, ni de la fuerza axial P, 


Ely"= —Py+Myo (14.54) 
La ecuación diferencial de la tínea elástica de la viga es, 
y +=, (14.55) 


de donde se obtieno, 
y=C, sen kz 4C,cos kz +y*, 
siendo y*, la solución particular de la ecuación (14.55) que depende 
de la función M,,, es decir, del tipo do la carga transversal. Por ejem- 
lo, en el caso de una viga de dos apoyos solicitada por una carga uni- 
formomente distribuida (fig. 525) se obtiene, 





-_u qa a 
Ely =Y Py. 
Entonces, 
yy (0, y 3h (A+). 
y. por lo tanto, 
y =C,sonkz4C,coska+ zi (pta) - 
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Las constantes C, y C, se escogen de manera tal que la flecha y, 
cuando ¿=0 y 2=1, sea igual a cero. Así pues, 


v=gía [cos 10) 22% +4—cos ka + 703 —2)] m 
El momento flector será, 
M=Ely"=5, [A—cos An 22774008 4x4] » 


El momento flector máximo ocurre cuando ¿=> + 


kl 
y cos 
Ma (14.58) 
My 
En el caso de pequeños valores de la fuerza de compresión 
P (cuando k es pequeño) esta expresión, después de vencer la in- 
determinación, se convierto, como ora de esperar en 


An 
Ma= E > 
es decir, ol momento máximo coincide con el que origina la carga 


transversal q. Al aumentar la fuerza P el momento flector máximo 
crece considerablemente. 





En el caso de cargas transversales más complejas, por ejemplo, 
cuando actúan varias fuerzas transversales, la determinación de los 
momentos flectores por el método expuesto anteriormente resulta 
algo difícil, puesto que el momento flector en los distintos tramos de 
la viga se representa por funciones distintas. En estos casos resulta 
cómodo el empleo de métodos aproximados que no son tan exactos, 
pero sí son más simples, Uno de estos, muy difundido, lo analizaremos 


'hora. 
Veamos la expresión (14.54), 
Ely =M,—Py. 
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Cuando no existo fuerza axial esta ecuación será, 
Elyie=Mw 


donde el subíndico «tro corresponde a la solicitación de la viga 
exclusivamente por fuerzas transversales. Eliminando M,, obteno- 
mos, 


Ely" =Elyw—Py. (14.57) 
Admitimos ahora que la forma de la línea elástica de la viga, 
tanto en el caso de existencia de fuerzas longitudinales, como en 
el caso contrario, se aproxima a la sinusoide, 
y=fsn E, Y =hyson E. 
Introduciendo y e y, en la expresión (14.57) obtendremos, 
El El FAP, 


de donde hallamos, 





(14.58) 








Pon 
En el caso de otros tipos do apoyo do la viga, con frecuencia so omplea 
esta misma fórmula (14.58), pero se introduce en ella otro valor de 
la fuerza crítica. 
Suponiendo que los momentos flectores son proporcionales a las 
flechas, podremos escribir, 
me. (14.50) 
MT 
Ejemplo 14.9. Comprobar la fórmula obtonida on el ojemplo analizado an- 
teriormente de la viga con una carga uniformemonto distribuida q. 
Supongamos que la fuerza longitudinal Pz Perit» Entonces, por la [ón 
mula aproximada, obtendremos, 


M=2My. 
Como la carga transversal origina ol momento flector 
1 
ME» 
obtendremos en esto caso, 
Mazaz=0,25q0, 


Veamos ahora lo que nos da la fórmula pati: La magnitud de k, 
que figura en esta fórmula, será para el valor dado do $ la siguiente: 


Va-VE=ia. 
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Entonces de acuerdo a la expresión (14.56), 


z 
1—<os, 
e 2 Y 2 
Mr LE 0252411. 
METE] 
¿3 Comparando los valores de Misa obtenidas, vemos que prácticomente colo» 
x 
P 
Flp. 628. 
La fórmula (14.59) de resultados en ol caso de solicitaciones ovidon- 
temente asimétricas do la viga, como, por ejemplo, en el de la figura 525, 


Capítulo XV 


OSCILACIONES DE LOS SISTEMAS 
ELASTICOS 


$ 101, Definiciones fundamentales de la teoría 
do las oscilaciones 


La teoría de las oscilaciones constituye una rama muy amplia 
de la física moderna, que abarca un gran número de problemas de la 
mecánica, electrotecnia, radiotecnia, óptica, etc. La teoría do las 
oscilaciones tiene particular importancia para los problemas aplica- 
dos que so encuentran en la práctica del ingeniero y, en particular, 
en los problemas de la resistencia de las máquinas y estructuras. Se 
conocen casos cuando una estructura, calculada con un gran coeficien- 
te de seguridad para las cargas estáticas, se destruyó bajo la acción 
de fuerzas de magnitud relativamente pequeñas que actuaban perió- 
dicamento. En muchos casos, la estructura rígida y muy resistente 
resulta inútil, si existen cargas variables, mientras que la estructura 
más ligera y, a primera vista, menos resistente, soporta estos esfuer- 
zos sin perjuicio alguno. Por lo tanto, las cuestiones de las oscilaciones 
y, en general, del pra de los sistemas elásticos bajo la 
acción de cargas variables exigen del constructor una atención espe- 
cial. 

Al estudiar las oscilaciones de los sistemas elásticos, estos últi- 
mos generalmente se clasifican, ante todo, según el número de gra- 
dos de libertad. 

Se entiende por número de grados de libertad la cantidad do coor- 
donadas independientes que determinan la posición del sistema. Así, 
por ejemplo, la masa rígida fijada a un resorte (fig. 527, a) tiene un 
grado de libertad puesto que su posición se determina por una sola 
coordenada E que se mide desde cierto punto. Está claro que esto es 
válido solamente en Ja medida on la que existe la posibilidad de pros- 
cindir de la masa del muelle en comparción con la masa del peso que 
oscila. En el caso contrario, para fijar la posición del sistema en un 
momento cualquiera, es necesario introducir un número infinito de 
coordenadas que determinen la posición de todos los puntos del muelle 
elástico y el sistema tendría así un número infinito de grados de li- 
bertad. 

Si se prescinde de la masa del árbol so podrá afirmar que el siste- 
ma de la figura 527, b tiene dos grados de libertad; son necesarias 
dos coordenadas angulares para fijar el giro de los discos rígidos. 
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La tuerca maciza que gira y se desplaza por el tornillo (fig. 527, c) 
tiene un grado de libertad puesto que su posición en el espacio se 
dotermina sólo por un parámetro, por ejemplo, por el ángulo de giro, 
El desplazamiento a lo largo del eje depende de este ángulo. 

En el sistema de la figura 527, d la posición de la masa oscilante 
en el plano del dibujo se determina por tres variables independientes, 
por ejemplo, por dos coordenadas del centro de gravedad y por el 
ángulo de giro de la masa. Por lo tanto, el sistema tiono tres grados 
de libertad. Aquí so dobo advertir que, si el momento de inercia de la 








Fig. 622. 


masa es pequeño se la puede interpretar como concentrada y sorá 
Sra considerar que el sistema tiene solamente dos grados de li- 
ertad. 

Como vemos, el número de grados de libertad se dotermina, de 
hocho, porel esquema de cálculo escogido, es decir, por el grado do 
aproximación con el que consideramos posible o necesario investigar 
a objeto real. Por lo tanto, a menudo se puede encontrar la expre- 
sión: «so considera la viga como un sistema de dos grados de libertad» 
o sol problema se ha resuelto, suponiendo que el sistema tione un gra- 
do de libertad». Esto quiere decir que, al resolver el problema práo- 
tico, se han admitido las simplificaciones correspondientes. Dispo- 
niendo de un esquema concreto no es difícil percatarso de qué simpli- 
ficaciones se trata. 

Al estudiar las oscilaciones elásticas se diferencian dos tipos de 
oscilactones: las oscilaciones propias y las oscilaciones forzadas. 

So entionde por oscilaciones propias el movimiento que realiza 
el sistema libre de toda acción de fuerza exterior activa. Las vibra- 
ciones del diapasón son un ejemplo de las oscilaciones propias. En 
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este caso el movimiento ocurre como consecuencia del impulso ini- 
cial que se comunica al sistema durante el impacto. Las oscilaciones 
propias continúan hasta que la energía que se comunica al comienzo 
del proceso oscilatorio no se agote como consecuencia del trabajo 
realizado para vencer las fuerzas de resistencia del aire y las fuerzas 
de la fricción interior en el metal. 

Se entiende por oscilaciones forzadas el movimiento del sistema 
elástico que ocurre bajo la acción de fuerzas exteriores variables 
que se denominan fuerzas perturbadoras. El movimiento de la base 
elástica, cuando sobre ella se apoya un motor mal equilibrado es un 
ejemplo do las oscilaciones forzadas. En este caso el motor es la 
fuente de energía que se transmite al sistema periódicamente y que 
so gasta en ol proceso de las oscilaciones forzadas para vencer las 
fuerzas de fricción. La fuerza que actúa sobre la base elástica por 
parte del motor es la fuerza perturbadora. 

El lapso de tiempo entre dos desviaciones máximas sucesivas de 
la posición de equilibrio del sistema elástico se donomina período 
dolas oscilaciones propias o forzadas, según de qué oscilaciones se 
trate. El período de las oscilaciones se denota por 7. La magnitud 
inversa a ésta so denomina frecuencia de las oscilaciones, 


1 
+ 
y es igual al número do oscilaciones por unidad de tiempo, La fre- 
cuencia so mide en hertzios, número de oscilaciones por segundo, 
En la técnica, en lugar de la frecuencia y, en la mayoría de los 


casos, se emplea la así denominada frecuencia angular w que consti- 
tuye el número de oscilaciones en 2x segundos. 


aa. (45.1) 












$ 102, Oscilaciones propias del sistema de un grado 
de libertad sin amortiguamiento 


Veamos el sistema más simplo compuesto por una masa y el 
muelle (fig. 528). 

Al plantear las ecuaciones del movimiento en este caso y en los 
casos siguientes partiremos del principio de D'Alembert, según el 
cual al sistema que se mueve aceleradamente se le pueden aplicar 
las ecuaciones de la estática bajo la cond: de que entre las fuer- 
zas exteriores se incluya la fuerza de inercia igual al producto de la 
masa por la aceleración y dirigida en dirección opuesta a la acele- 
ración, Este método, un poco formal, que se deduce de las ecuaciones 
elementales de la dinámica, proporciona grandes ventajas, al plan- 
tear las ecuaciones del movimiento del sistema con varios grados 
de libertad. 
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La coordenada E (fig. 528) se mide desde la posición correspon- 
diente al muelle no tensionado hacia la derecha. Se supone además 
que la velocidad tiene la misma dirección positiva 


E 
tz 
y tambión la aceleración, 

iS. 


La fuerza de inorcia es igual al producto mi y se orienta hacia 
la izquiorda (tig. 528). 





Fig. 628, 


Para pese: la ecuación del movimiento recurrimos a la expre- 
era >> desplazamientos en su forma canónica (véase el capí- 
tulo VI), 


Ed X +0 X yd 0 «bOrXas 
Emb X, + X +20 +OmXos 





(45.2) 


A A Í 
En este caso so tiene un solo desplazamiento E y la fuerza 
X,=—mé, es decir, 
E=8, (—mb). 
El signo negativo ante la fuerza se explica por el hecho de que 


ésta se orienta en dirección contraria al desplazamiento ¿. Como 
resultado se llega a la ecuación diferencial siguiente, 


HG 5=0, 
6 
¿+0 =0, (45.3) 
siendo, Y 
5. (45.4) 


Aquí se entiende por 5,, el desplazamiento de la masa bajo la 
acción de la fuerza unitaria aplicada estáticamente. Así pues, 8,1 
se determina por la rigidez del muelle. De acuerdo a (5.13), corres- 
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pondiente al asentamiento del muelle helicoidal, 
da p3D'n 
Tr 


8D» 
ar 

La ecuación (15.8) constituyo la ecuación diferencial de las 

oscilaciones simples armónicas, cuya solución es, 
E=C, són wt+C, cos wt, 
siendo €, y C, las constantes arbitrarias que dependen de las condi- 
ciones iniciales del movimiento, es decir, de la posición de la masa 
y su velocidad en el momento ¿=0. La expresión de E se puede es- 
eribir así, 
E=Asen (ot + q), 

donde las constantes arbitrarias son la amplitud A y la fase q que 
también se determinan de las condiciones iniciales. El diagrama de 





Flg. 529. 


la variación de E en función del tiempo está representado en la 
figura 529. 

El período de las oscilaciones 7 se determina Ag 
tiendo de que cuando el tiempo £ aumenta en la magnitud 7, le 
argumento que figura dentro de seno varía en 2x, 


[o(14+7)+9]—(0t4+-9)=2x; 7=*%. 
La magnitud « constituyo la frecuencia angular, 
== 2av. 

Ejemplo 45,1. Cómo y: 
mente, si el movimiento de 
indica'en la figura 530. 
En este caso so debo considerar la fuerza del peso mg. Entonces la ecuación 


del movimiento será, 
$81 (—mé+mg), 






'n las oscilaciones del sistema analizado anterior- 
masa tiene lugar en el plano vertical, como se 
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6 
Eso =g. 
Así se obtiene una ecuación en la cual el segundo miembro no es nulo. Su 
solución es, 
E=Asn(ot+)+ E. 


Teniendo en cuenta la notación (15,4) de la frecuencia circular, obtendremos, 
E=A sen (ut +q) +0 m8. 


La magnitud 3, mg es el alargamiento del muello originado por el peso de la 
masa. És decir, que las oscilaciones tienen lugar respecto a la posición del equi- 

librio estático del sistema. La amplitud y la (aso 
de las oscilaciones se determinan, como anterior- 
mente, de las condiciones iniciales. La frecuencia 
w permanece invariablo. 











Fig. 890. Flg. 831. 


El resultado obtenido tiene carácter genoral. La fuerza de gravitación no 
altera el carácter do las oscilaciones. Ocurre solamente un desplazamiento de la 
posición de equilibrio del sistema. En adelante no se considerará pues el poso 
<n los sistemas que so analicen. 

Ejemplo 15.2. Determinar la frecuencia de las oscilaciones proplas di 
fuasa concentrada situada enel vértico del óxtic plano (ig 331). La rigida 
los elementos del_ pórtico es 87. Prescíndase dela masa del pórtico en compara- 
ción con la E 

LS asa puede desplazarso solamonto en la dirección horizontal y, como 
qe considera concentrada, se puedo admitir que el sstomo tleno un grado de 1 

ertad. 

Determinamos ol desplazamiento unitario d,,. Para ello aplicamos a la 
masa on dirección borízontal una fuerza unitar - 531) y construimos el 
diagrama de los momentos flctores. Multiplicando esto diagrama por sí mismo, 
obtndremos, 















e. 
Entonces de acuerdo a la expresión (15.4), 
cr EL 

am * 
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tro que es 
|, Analizamos el 


sistema en el estado desviado pllcacs a la masa, sogún el principio de D'Alem- 
bort, el momento /, máo f y el momento de inercia de la masa respecto al 
eje de la articulación. De las ecuaciones canónicas generalizadas (15.2) obteno- 
mos, 





9=%u la) 
de dondo hallamos, ed 
P+otp=0 
y 
a 
siendo 0,,, el ángulo de giro que recibe la masa cuando se la aplica un momento 
unitario. 





Jn pato caso, al determinar 9, el problema se complica porel hecho de que 

el sistema es estéticamente indstelininado. Por lo tanto, es nscesario, anto € 

vencer la hi construir el diagrama do los momentos Hlectoros e 

). Esto se realiza 
> se repr 
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base (Hig. 533, c). Esta simplificación so deduco de la regla de determinación de 
los desplazamientos on los sistemas hiperestáticos (véase ol $ 49). Está claro 
quo el valor de 8, obtenido por uno de los dos métbdos será el mismo, 


» 1 
By = A 
a Ta 


Así pues, la frecuencia que so busca será, 


1281 (a+ ab+—3 08 
vo. s A 


$ 103, Oscilaciones propias de los sistemas 
con amortiguamiento lineal 


En los ejemplos analizados anteriormente se suponía que las 
oscilaciones propias del sistema tienon lugar sin dispersión de lo 
energía, es decir, sin las fuerzas de resistencia. Partiendo de esta 
suposición las oscilaciones propias se prolongan un tiempo indo- 
finido. En realidad, sin embargo, siempre existen fuerzas exteriores 
dirigidas en contra del movimiento de las masas y que conducen a la 








Flg. 534, 


disminución paulatina de la amplitud de las oscilaciones propias. 
Después de cierto tiempo las oscilaciones propias cesan comple- 
tamente. 

La naturaleza de las fuerzas de resistencia es diversa. Estas 
fuerzas pueden ser las de resistencia del ambiente (aire, agua), la de 
la capa de aceite en los cojinetes, la fricción interior en las partí- 
culas del metal, etc. La fuerza de fricción depende de manera com- 
ploja y, a menudo, de manera indeterminada, de los parámotros del 
movimiento del sistema elástico. El carácter do esta dependencia 
se puede establecer solamente de manera aproximada. Para mayor 
simplicidad, generalmente, se admite que la fuerza de resistencia 
es proporcional a la primera potencia de la velocidad del movimiento, 

Por ejemplo, en el sistema analizado anteriormente «masa — 
muelle» (fig. 534), al plantear las ecuaciones del movimiento, se 
incluye entre las fuerzas exteriores la de resistencia ag, siendo «a, 
el factor de proporcionalidad entre la fuerza y la velocidad, 
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Volviendo a la ecuación (15.2) obtendremos, 


E=6,. (—mi—ab), 
6 


E+2mt+0E=0, (45.5) 

siondo ; 

2 A 
mt, ro. (15.6) 
La solución de la ecuación (15.5) se puedo escribir como sigue, 
E= Ac" sen (o,t+9), (15.7) 
siendo, 

=Va—m. (45.8) 


Do la expresión obtenida (15.7) se deduce que en el caso del 
amortiguamiento lineal las oscilaciones tienen lugar con amplitud 





Flg. 635. 


decreciente (fig. 535) y con la frecuencia w,. Esta última en poco se 
diferencia de w, es decir, de la frecuencia de las oscilaciones propias 
sin amortiguamiento, puesto que n* es prácticamente insignificante 
en comparación con «%, 

Cada lapso de tiempo TE la amplitud de las oscilaciones 


disminuye según la razón, 


Como vemos en este caso la razón entre dos amplitudes consecutivas 
permanece constante y no depende del tiempo. Esto es justo en la 
medida en que la fuerza de resistencia es proporcional a la velocidad 
del movimiento de la masa. Sin embargo, en la inmensa mayoría 
de los sistemas oscilatorios que se encuentran en la práctica no se 
observa esta proporcionalidad. Las fuerzas de resistencia resultan, 
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como regla general, deponder de la velocidad y de los desplazamien- 
tos do las masas de manera más compleja. Esto conduce a serias com- 
plicaciones en el análisis matemático de los procesos oscilatorios, 


simple de 
imple de 
dice, se linoali 





la dispersión de la energía en las oscilaciones. 
En el momento de la máxima desviación de la masa de la posición de equi- 
Ubrio el sistema de un grado de libertad tieno la energía potencial siguiente, 


1 
Var =3 GX ao 
6 ” . 
E a 
Uma 
siendo la amplitud de las oscilaciones. La energía cinótica en el momento 


As 
de la máxima desviación os igual a cero. 
Después del lapso de tiempo 7 


, 
tumrml. 


La diferencia entre estas itudes constituye la energía que se pierdo en 
un ciclo de las oscilaciones. La dispersión relativa de la energía será, 


AU, AA 





81 Az so diferencia poco do Az, es decir, 
Aud ¡=A y Aj—4i=A4, 


AU, 244 

E mi 
Como en el caso cuando el amortiguamiento lineal rre? la razón entre dos 
amplitudes consecutivas es e*T, por lo tanto, si jerto sistema so determinó 


experimentalmente la diferencia entro dos amplitudes consecutivas AA, basán- 
donos en la igualdad do las onergías disipadas en un ciclo, podremos afirmar que, 


244 
E 


entonces, 





=t-evr, 


De aquí se determina la magnitud del coeficiente n para el amortiguamiento 
Aipeal correspondiente que es equivalente, desde el punto de vista de la dispor- 
sión de la energía, al dado. 

Está claro, que tal linealización del amortiguamiento es válida en un in- 
tervalo determinado de las amplitudes y cuando la desviación que so observa on- 
tre las relaciones reales y las aproximadas lineales no es muy grando. Enla 
mayoría do los casos que se encuentran on la práctica esta valoración aproxima- 
da del amortiguamiento se puedo emplear con suficiente éxito. 
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$ 104, Oscilaciones forzadas del sistema de un grado 
de libertad. Resonancia E 


Veamos el caso cuando sobre el sistema de un grado de libertad 
(fig. 536) actúa una fuerza que varía según la ley armónica. 


P (1) =P, son Qt, 


siendo P,, el valor máximo do la fuerza y 2, la frecuencia circular 
de su variación. 

Al plantear 18 ecuación del movimiento de la masa se debe con- 
siderar no sólo la fuerza de inercia mÉ y la fuerza de resistencia af, 
sino también la fuerza exterior P(4), es decir, la fuerza perturbad: 








Fig. 636, 


Según la primera de las ecuaciones (15.2) 
E=6, [P(9—mi—ak], 


E+2n8 + 0E= Le son Qt. (15.9) 


Las notaciones para n y « permanecen las mismas. 

Así pues, se ha obtenido una ecuación diferencial con el segundo 
miembro. La solución completa do esta ecuación so compone de la 
solución de la ecuación homogénea sin el segundo miembro y la so- 
lución particular do la ecuación con el segundo miembro. La ecuación 


homogénea 
4240 =0 


se analizó ya en el parágrafo anterior. Su solución nos proporciona 
la ley del movimiento de las oscilaciones propias con amortigua- 
miento. 
Queda por determinar la solución particular de la ecuación (15.9). 
Admitimos, 
E=C, son ft +C,cosQt, (45.10) 


siendo C, y C, constantes indeterminadas. 
Introduciendo esta función en la ecuación (15.9) determinamos 
las constantes C, y C, de manera tal que se satisfaga idénticamente 
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la ecuación. Resulta entonces que, 


ar 
A TO 
Py 20 


CS STD 


Una vez introducidos C, y C,, so obtiene para la expresión de 
la función E, 
P, 





Sa ” A TP 
VAR as VO 
Introducimos la notación siguiente, 


»-—Qr 
A 


Como la suma de los cuadrados de los coeficiontes de sen $t 
y cost es igual a la uni podremos admitir que 


20 
o 
P, 
P= a ar on (01). 
y (E) + 


Teniendo en cuente que y=8,, obtendremos definitivamente 





y entonces 


e ——P son (Qt —p) (15.11) 
VDE 
Es decir quo la solución completa de la ecuación (15.9) será, 
E= Ae=" son (ot + p)+E* 


Como vemos, en el caso que analizamos, el sistema toma parte 
simultáneamente en dos movimientos oscilatorios. El primero cons- 
tituye el movimiento oscilatorio propio cuyas amplitud y fase se 
determinan de las condiciones iniciales. Estas oscilaciones son 
amortiguadas y, después de cierto tiempo, prácticamente desapare- 
cen. El segundo movimiento oscilatorio transcurre con la frecuencia 
de la fuerza perturbadora, pero con un desfasaje igual a y. Este 
movimiento no se amortigua, sino que se mantiene mientras actúe 
la fuerza perturbadora. Estas oscilaciones se denominan oscilaciones 
forzadas. La amplitud de estas oscilaciones es, según la expre- 
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Pob 
Ap % (45.42) 
ESE 


El producto P,ó,, constituye el desplazamiento que recibiría la 
masa m, si se aplicase estáticamente la fuerza P,. Por lo tanto, 


el coeficiente, 
B= : = (45.13) 
y (=5) + 


indica cuántas veces la amplitud de las oscilaciones forzadas es 
mayor que el desplazamiento estático originado por el máximo 
valor de la fuerza perturbadora. Las tensiones que surgen en el ele- 
mento elástico (muelle, viga, etc.) serán también el mismo número 





sión (15.11), 





Flg. 697. 


de veces mayores que las estáticas. El cosficiento P depende de dos 
magnitudes: de la razón entre las frecuencias <> y del parámetro del 
amortiguamiento n. En la figure 537 están dadas las curvas de la 
dependencia entre $ y 2 para algunos valores de n. 


Cuando n=0, es decir, cuando no hay amortiguamiento, la mag- 
nitud de f, cuando coinciden las frecuencias de las oscilaciones 


propias y las oscilaciones forzadas (L=1), se hace infinita. Esto 
indica que en estas condiciones la amplitud de las oscilaciones pro- 
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pias crece ilimitadamente. Cuando existe amortiguamiento (123£0) 
$ queda limitada, pero en la zona donde coinciden las frecuencias 
adquiere su máximo valor. 

El fenómeno que consiste en el aumento de la amplitud, al coin- 
cidir las frecuencias de las oscilaciones propias y de la fuerza pertur- 
badora se denomina resonancia y la propia coincidencia de las fre- 
cuencias, condición de la resonancia. 

En la práctica de los cálculos de ingeniería de la resistencia di- 
námica, el problema de la resonancia, por su importancia, ocupa uno 
de los primeros lugares. En la mayoría de los casos las loyes de va- 
riación de las fuerzas perturbadoras tienen carácter periódico. Así, 
por ejemplo, las partes móviles no balanceadas del motor en trabajo 
crean fuerzas que varían periódicamente. El tren, al moverse con 
velocidad constante, recibe golpes periódicos en las juntas de los 
raíles. Las piezas do los aparatos establecidos sobre cimientos quo 
vibran (en el avión, automóvil) reciben en el proceso de su trabajo 
golpes con una frecuencia igual a la de la base vibrante. Ejemplos 
de esta índole se pueden citar muchos. En todos estos casos surge 
la pregunta ¿en qué medida son peligrosas las fuerzas porturbadoras 
para el trabajo del sistema elástico y sí son o no capaces de conducir 
a vibraciones excesivas y a la rotura prematura? 

Este problema se resuelve, ante todo, comparando las frecuencias 
de las oscilaciones propias y de la fuerza perturbadora. Cuando estas 
frecuencias se diferencian considerablemente la una de la otra so 
puede estar seguro de que el fenómeno de la resonancia no surge 
y de que las condiciones de trabajo de los elementos elásticos son 
favorables. Al mismo tiempo resulta posible calcular, sin dificultad, 
la amplitud de las oscilaciones forzadas, sin conocer previamente 
la magnitud del coeficiente de amortiguamiento n. Como se ve de la 
figura 537 las curvas $ se diferencian sensiblemente entre sí sola- 
mente en la zona de la resonancia. Ya cuando la frecuencia Q es vez 
y media o dos veces mayor o menor que la frecuencia w, se puede 
considerar que las curvas prácticamente coinciden y que el coefi- 
ciente de amortiguamiento n no tiene importancia. Se lo puede con- 
siderar igual a cero, lo que contribuyo al aumento de la reserva de la 
resistencia. Entonces la expresión (15.12) será, 


Bi. (15.14) 
a 














Una vez determinado el coeficiente f, será fácil calcular entonces 
las tensiones en los elementos elásticos del sistema oscilatorio, 


0=0.b, (15.15) 


siendo O.» la tensión que surge en el sistema, cuando so aplica es- 
táticamento el valor máximo de la fuerza perturbadora. Partiendo 
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de la tensión o, si se considera necesario, se puede realizar el cálculo 
de la resistencia a la fatiga de los elementos más sobrecargados. 
Cuando la comparación de las frecuencias % y í indica que existe 
el peligro de la resonancia, generalmente con variaciones construc» 
tivas, se consigue, según las circunstancias lo indiquen, la varia- 
ción de una u otra frecuencia. Lo más racional es variar las frecuen- 


clas de manera que la razón £ aumonto pues entonces (a juzgar por 


la figura 537) la disminución del coeficiente f resulta más sensible, 
La manera más simplo de conseguirlo consiste en suavizar la sus- 
pensión, es decir, en disminuir la rigidez de los elementos elásticos 
del sistema oscilatorio. Si el constructor, debido a las circunstan- 
cias, no tiene la posibilidad de variar las frecuencias, entonces, al 
surgir el poligro de la resonancia se practica el amortiguamiento 
del sistema, es decir, el establecimiento de dispositivos especiales 
que aumentan la dispersión de la energía durante las oscilaciones. 
Él coeficiente de amortiguamiento n crece y disminuyo así la ampli- 
tud en la zona de la resonancia, sin variar la relación entre las fre- 
cuencias (fig. 537). 

Al aplicar las fuerzas perturbadoras, la amplitud de las oscila- 
ciones forzadas que se determina por la fórmula (15.12) no alcanza 
su máximo valor de una manera instantánea. Se necesita cierto tiempo 
más o menos largo para ello. Por lo tanto, la resonancia que dura 
poco tiempo, como regla general, no presenta peligro alguno para las 
estructuras puesto que la amplitud en ese corto lapso de tiempo 
no llega a alcanzar grandes valores. 








Ejemplo 15,4, Un motor que se instala sobro dos vigas (fig. 538) tiene una 
masa giratoria desbalanceada mo (mog=40 kg!). La excentricidad de la masa os 
r=0,1 cm. El número de revolucio: 5 
motor ws (80 kgf y la longitud 
por cannlos N%2 (véase la tabl 
sección / y=304 omt para cada una. Se necesita comprobar 

La ffecuoncia circular do la fuerza perturbadora es igual a la velocidad an- 
gular de rotación de la masa mo. Entonces, 

3.000, a 
O n=, 

Determinamos la frecuencia de las oscilaciones propias dol sistema pres- 

cindiendo de la masa de las vigas, 


1 
o k 
V 5, 
Comonzamos por calcular 8,1, multiplicando el diagrama unitario (fig. 538) 
por sí mismo, 

















Calculamos desp ués «, 
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Como vemos, las frecuencias prácticamente coinciden, es decir, que en el 
sistema deberá surgir el estado de resonancia, La manera más fácil do ovitar esto 
consiste en sustituir el número del perfil por otro del surtido, os decir, cambiar 
la rigidez de las vigas £/. Es más conveniente aligerar la sustentación escogiendo 
un número menor del perfil, Admitimos, por ejemplo, el conal N'8 ((,=89,4 m9, 
Entonces la frecuencia circular do las oscilaciones propios será, 

o=ibbsTl, 


Esta frecuencia se diferencia ya mucho de la frecuencia de la fuerza pertur- 
badora 2. Por lo tanto, oxisto la posibilidad de, prescindiendo del amortigua 














miento, calcular el coeficiente $ por la fórmula (15,14) 
B 
SUENOS 
, 1667 


Escogiendo ol signo correspondiente para que $ sea positivo, obtendremos, 
Be=0,388. 
Determinamos abora el valor máximo de la fuorra perturbadora, 
Py =mpQ?r == 402 kg. 


La tensión que sargo on las vigas bajo la neción do esta fuerza, cuando 
se aplica estáticamente, es, 


PA 402-150 
a e 090 kgt/can, 





siendo 22,4 el módulo do la sección del porfil N*8, La tensión originada por 
las oscilaciones forzadas sorá, 


0=0.P=131 kgf/emi. 
Estas tonsiones alternadas se suman a las tensiones constantes originados 
por el peso propio del motor mg=180 kgf, 
A ni kgl/cmt. 
Así pues, al calcular la resistencia a la 1: ra de la viga se debe considerar 
que sl clelo de las tenslones tiene las sigulentes características. nominal, 
0, =150 kgl/om* y 0131 kgt/cmo, 
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jemplo 15.5. Para medir las vibraciones que surgon en el aparato volador 
sin piloto se emplea un captador compuesto de la masa establocida sobre una 
base vibrante a través del muelle (fig. 539). La masa se uno a un contacto que se 
desplaza por un potenciómetro. Las señales dol potenciómetro se transforman on 
señales de radio y so captan por una estación telemétrica instalada en la tierra. 











Flg: 539. 


Dotermínese la manora de escoger los parámetros del captador para gue las 0s- 
cilaciones medidas so transmitan con las mínimas deformaciones posibles delas 
amplitudes. 
Consideramos que la baso oscila según la ley armónica de amplitud 4, y 
frecuencia A, 
Eo= Ap sen Qt. 


Proscindiendo de la resistencia escribimos como de común, 

¿—Lo=011 (—mb), 
jendo E, el desplazamiento de la masa y E—E, la variación dla altura del mue- 
lo, 








* Así pues, después de introducir Es llegamos a la ecuación diferencial si- 


guiente, 

E4 0 = Ago" sen Qt. 
La solución particular de osta ecusción, correspondiente a las oscilaciones 
forzadas de la masa, será, 


E =—2, son 81 = Ab sen Qt. 


ty 








Como el potenciómetro está 
transmitirá señales proporcion: 
es decir, 


lacionado con 1 
a la diferen 


Eo —E*= As (1 —B) sen Qt. 


Vemos ahora que para que la ley de variación de E,—3 * quo so transmite co1ncl- 
da lo más plenamente posible con la ley de variación de fas oscilaciones propias 
de la base Ey=A ¿son S?, es necesario que el coeficiente $ tenga el valor absoluto 
menor posible. Para ollo es necesario que la frecuencia de las oscilaciones pro- 
ias de la masa «» sea pequeña en comparación con la frecuencia de la base Q 
lo que fácilmente se consigue, al diseñar el captador. 
Ejemplo 15.6. Establecer los estados de resonancia para el caso cuando la 
fuerza perturbadora varía según la ley indicada en la figura 540. 





baso vibrante, el captador 
de las magnitudes Eo y ES, 





















ma 
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Descomponemos la función periódica de la fuerza perturbadora en seri 
¡eo periódi pertx a en serio 


Praga, cos ZE 40 cos Sp 





Las constantes Sy 0 
rie de Fourier, son las sig 


», 7 7, 
1 á 2 e a 
pee: ap feos 7) Pumas 


de acuerdo con las reglas de desarrollo en so- 
tes, 








Fig. 540. 


Como resultado obtendremos, 
1 2 2 ón 2 10nt 
p=P, Hi Pa costqe—...] » 
Ahora es necesario ballar la solución particular de la ecuación, 
1 2 ze 
trop [54h 0 ] 
que será la siguiente, 








Bajo la acción de la fuerza exterior periódica perturbadora purga un estado 

de oscilaciones complejo compuesto por una serie de oscilaciones armónicas su- 

porpuestas. La amplitud de cada componeate de la armónica depende del orío. 
o 








le la fuerza perturbadora 7. Las condiciones de resonancia surgen para la 
serio de valores consecutivos de 7, 
E 102, 
TS Pi 





$ 105, Oscilaciones de sistemas con varios grados 
de libertad 


Hasta aquí analizábamos los sistemas con un solo grado de li- 
bertad y en los diversos ejemplos nos convencimos do que la caracte 
rística fundamental del sistema oscilatorio es la frecuencia de las 
oscilaciones propias. En función de la frecuencia de Jas oscilaciones 
propias se determina el grado de peligro de la aparición do la reso- 
nancia y la moghitud de las tensiones en coso de las oscilaciones 
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forzadas. Veamos ahora los métodos de determinación de las frecuen- 
cias de las oscilaciones propias en caso de varios grados de libertad. 

En calidad de ejemplo elemental veamos el sistema de la fi- 
gura 541. Si prescindimos de la masa de la viga y consideramos que 
los pesos están concentrados, obtendremos 
claro está, un sistema con dos grados de 
libertad. 

Designemos por E, el desplazamiento 
de la primera masa y por E,, el de la se- 
gunda. De las ecuaciones (15.2) obten- 
dremos, 


E 8, (mb) +8 (mé, ) 
Eds mby ón miy 0 
( 


my bal 







LM 


5.16) % 

En lugar de una ecuación Eo 
tenemos aquí un sistema de dos ecua- ) 
E ai 
Como al aplicar la fuerza a la primera 
masa, la segunda recibe cierto desplaza- 
miento, las ecuaciones resultan relacio- Fig. 541. 
nadas entro sí (8,450). 

Escogemos la solución de las ecuaciones (15.16) como sigue, 


E= 4, sen(ut-+p), E,=4,son (ot-+9). (45.47) 


Una vez introducidas estas funciones en las ecuaciones (15.16) 
obtendremos un sistema de ecuaciones homogóneas respecto a A, 
y Ay 








V 


4, (6,M,0'—1)+ 4 B.my0*=0, ) dicción 


Aj6,¡m,w* + 4, (6,¿m,0*—4) =0. 


Este sistema tiene solución no nula solamente cuando su de- 
terminante es igual a cero, 
Bymt—1 — Sm,o* 
5,m,0* Smart 4 [5 





o, puesto que 5,,=8,,, 
ctm, (5,881) (6, m, +Ó,9m,) +1=0 


De esta ecuación se obtienen dos valores para la frecuencia de 
las oscilaciones propias, 


a dim +O gm, EV (Oy mi — ym)? + hm mabia (45.19) 


e 
2m,m3 (01151,—Si2) 
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En el ejemplo que analizamos 6, 8, y 6, se determinan, 
multiplicando los diagramas unitarios (fig. 544), 


tas bn = 7. 


Consideremos para mayor simplicidad que m, =m,=m. Enton- 
ces, obtendremos, 
SEL, El 
br MAS 

Si el determinante del sistema es igual a cero esto indicará que 
por lo menos una de las ecuaciones es una combinación lineal de las 
otras. En muestro caso, cuando la frecuencia ( adquiere uno de los 
valores indicados, el determinante se convierte en cero y una de las 
ecuaciones (15.18) se podrá considerar como derivada de la otra. 








E 
Flg. 542. 


Tenemos pues de hecho no dos ecuaciones, sino una de la que se puede 
obtener la relación de las magnitudes A, y Aj. Introduciendo, por 
ejemplo, en la primera ecuación en lugar de w* la magnitud (2, 
para m,=m,=m, hallaremos, 

A,=+4, 
y si introducimos w, 

A,=—Ay 

Así pues, las funciones (15.17) adquieren las expresiones siguien- 

tes; cuando 0=0,, 


E,=4 sen (0,1 +9) E=4Asen (0,149), 
y cuando 0=04, 
E,=4sen (0, +0), E,=— A sen (0,t-+ q). 

Por lo tanto para el sistema de dos grados de libertad existen 
dos formas de vibraciones. Cuando las oscilaciones transcurren con 
la frecuencia menor, los desplazamientos do las masas m, y m, se 
hallan en la misma fase (fig. 542, a) puesto que las amplitudes 
tienen el mismo signo, En el caso de la segunda forma de las oscila- 
ciones (con la frecuencia w,) las amplitudes serán de signos opues- 
tos, es decir, que las oscilaciones se encuentran en fases opuestas. 
La forma de las oscilaciones está representada en la figura 542, b, 
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De las dos funciones obtenidas se puede componer ahora la solu- 
ción completa del sistema (15.16), _ 


5= Asen(o,t+9)+Bsen(o,(+99), 
E,=4 sen (o, +9) —B sen (0,t + pa), 
donde A, B, q, y q, se determinan de las condiciones iniciales, es 
decir, se obtienen dadas las velocidades y las posiciones de las dos 
masas en un momento determinado. 

Así pues, el sistema con dos grados de libertad tieno dos frecuen- 
cias propias. Si el sistema tiene Sn grados de libertad, tendrá 
también tres frecuencias propias y para obtenerlas será necesario 
resolver no una ecuación cuadrática, sino una ecuación cúbica. Al 
aumentar el grado de libertad se complica pues el problema. 


Ejemplo 15.7. Determinar las frecuencias de las oscilaciones propias de la 
masa concentrada m fijada al ico de forma Y' (fig. 543). La rigidez de los 
elementos del pórtico a la flexión es El y a la torsión, G/y. 














Flg. 549, 


El grado do libertad del sistema es ¡gui 
miento serán, 


a tres. Las ecuaciones del movi- 








E=— amb, — o 


Multiplicando los A unitarios e pon hallaremos, 
duna» du=zzp du, 





413 2 
da=3gp> d=0 do (gata, 
:0, la tercera ecuación resulta ser independiente de las dos 


E=—m04E,— mbr, 
En=— mb, — mdp, 


Como Byy= 
Primeras, 








506 Cap. XV. Oxctlaciones de los sistemas elásticos 





Las frecuencias «, y 0, se determinan por la fórmula (15.19), introdu- 
ciendo 051, Ósa, 01 y M=M=mM, 


ep 63D, 
A 6432. 


La tercera frecuencia será, 
e 
E E SER 
Er “Gr, 
Ejemplo, 15.8. Determinar la frecuencia do las oscilaciones propias tosio 
alos del árbol con tres volantes, cada uno. de los cuales tieno el momento de 
inercia Y, (fig. 544). 





. Flg. 644, 


El grado de libertad del sistema es tres, pero solamento dos grados de li- 
bertad son oscilatorios, ya que una de las coordenadas determina la posición 
del sistema interpretado como un todo rígido. Sean los ángulos de giro do los 
volantes q, Pa Y Py. Los momentos inerciales respectivos serán /Gy, 1Ga e 17 
y como es lógito, 3 5 

li 





Pa (15,20) 
Planteamos ahore las ecuaciones, 
PA 119 Sal ) 
92d 19, — da ln, 


donde los coeficientes 8,1, 81, y Ósa se determinan, multiplicando los dia- 
gramas (fig. 546), 


(45.24) 


0, 





a g 
dy a 
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Tenemos para las soluciones de los sistemas (15.20) y (15.21), 





G1=4, sen (0t-+ 9), 
Pa= As sen (0t+-p), 
+= A, sen (0t-+ q). 
Despuás de introducir estas funciones en las ecuaciones (15.20) y (15.21) 
41441 +A,=0, 


Ay (O,10%—4)+ Aghralo?+ Az =0, 
Adnlot+ As (Sy4107—4) + Aj=0. 


e igualando a cero el determinante del sistema, hallamos 


1 t 1 
O lor—A Salon 1[=0, 
Bastos Balot—t 1 


de donde, una voz introducidos aquí d,1, 01 y 6za, hallaremos, 
61, 361, 
se 9. la 
e | 
loyes de variación de los desplazamientos angulares correspondientes 
ras da las oscilaciones del árbol se representen en la ligura 545. 


Ejemplo 15.9. Doterminar las frecuncias de las oscilacio: ias de la 
carrociria del automóvil. (Ig. 346), tenlendo en consideración solarnento los 








Flg. 545. Flg. 548. 


desplazamientos verticalos y angulares do la masa en el plano del dibujo. La 

masa de, la carrocería es m y su momento de inercia respecto al oje central trans- 
vorsal, 1. 

Las características de las ballestas son lineales, 

Pp Pp 

da Ó a , 
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siendo c, y cz los coeficientes de rigidez de las ballestas que se consideran dados. 
La posición del centro de gravedad se indica en el dibujo. El sistema tieno dos 
grados de libertad. El desplazamiento vertical del centro de gravedad se designa 
por E y el ángulo de giro de la carrocería, por q. Las ecunciones del movimiento, 


serán, E = > 
E=—dmi— Sn 1d, p= 65819. 

Para determinar Js ceficintes Gx 31 y Sy calculamos Jos esfuerns que 
surgen en las ballestas bajo la acción de los factores do fuerza unitarios (fig. 546). 
Dolerminamos después los desplazamientos y Ángulos de giro de la carrocería 
bajo la acción de estos factores de fuerza, obteniendo, 

1 1 
+ 
Las frecuencias so determinan por lo fórmula (15.19) en la cual m, se sustituyo 
por m y my, por 1. 
$ 106. Oscifaciones longitudinales de una barra homogénea 


Anteriormente se demostró que el estudio de las oscilaciones 
del sistema que tiene n grados de libertad se reduce a la solución 
de n ecuaciones diferenciales conjuntas. Cuando n=00, es decir, en 
el caso de un sistema de masas distribuidas tiene lugar un paso 


Fig. 547, 

















cualitativo en la ley indicada y surgo la necesidad de resolver una 
sola ecuación, pero en derivadas parciales. 

En calidad de sistema simple de masas destribuidas veamos la 
barra prismática homogénea on la que se generan oscilaciones longi- 
tudinales (fig. 547), 

Sea p la densidad del material de la barra. Entonces la masa del 
elemento de la barra de longitud de será, 


dm=pP de. 


Si designamos por w el desplazamiento axial en una sección 
variable, entonces, analizando las condiciones de equilibrio del 
elemento dz, obtendremos fácilmente, 


(45.22) 
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Eliminando NV de las dos ecuaciones obtenidas hallaremos, 
Op o 
=-$E (45.23) 


Así pues, hemos obtenido la ecuación en la que la magnitud que. 
so busca w es una función de dos variables independientes z y £. 
Su solución es la siguiente, 


w=Zsenut, 





siendo Z, una función do un solo ar- 
gumento independiente, z. Una vez 
introducida ¿0 en la ecuación (15.23) 


hallaremos, 5 
EA ZO, Ñ 
de dondo se obtiene, w WU pora, 
Z=Ason Y EEz+Bcos Y PE MM > AM Varese 
(15.24) 


Las constantes A y B se determinan dd 
de las condiciones de borde de la 
barra. Por ejemplo, si la barra está libre en un extremo, entonces 


en éste N=0 y, de acuerdo a la expresión (15.22), 22 = 2 =0. Si 


el extremo de la barra está empotrado entonces w=Z=0. 
Supongamos que la barra_está empotrada on ol extremo izquierdo 
y libre en el derecho (fig. 548). Entonces cuando ¿=0 la función 


y cuando z=1 su derivada 2 =0. Así pues, obtenemos, 


B=0, Acos VE izo. 


De_la última expresión se deduce que 6 A=0 ó cosx 








==0. En el primer caso se obtiene para w una solución 
nula que no presenta interés. En el segundo caso, 


AN 


siendo n, un número entero arbitrario. De aquí se obtiene una 
serie de valores consecutivos de las frecuencias propias de las 
oscilaciones longitudinales de la barra, 


eno YE. (45.25) 
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Así pues, la barra tiene una infinidad de frecuencias de las oscila- 
ciones propias. 

Do acuerdo a estas frecuencias pueden surgir los correspondientes 
estados de resonancia. La frecuencia más baja o, como se dice, la 
frecuencia del tono fundamental será, 


x 
espyE,. 
Introduciendo w» (15.25) on la expresión (15.24) se puedo deter- 
minar las formas de las oscilaciones correspondientes a los diver- 
sos valores de n, 


Z=4 son LP, 


w=Asen 


(2n—1)az 
<= — sen ot, 


Las formas de las oscilaciones se representan en la figura 548. 
La aparición de una u otra forma de las oscilaciones depende de las 
condiciones iniciales de generación de las oscilaciones propias. 
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Veamos las oscilaciones transversales de una viga de sección 
constanto F (fig. 549). La masa dol tramo do la viga de longitud dz 
será, 

dm=pP de, 


siendo p, la densidad del material. 

Considerando que y es el desplazamiento transversal, obtendre- 
mos la fuerza de inercia correspondiente a la unidad de longitud de 
lo viga, ás 

q=—pFy. 
El signo negativo indica que la carga q está orientada en la di- 
rección opuesta a la flecha. Como del capítulo IV sabemos quo, 


Mty 
El fl=q, 
obtendremos para las oscilaciones transversales de la viga, 
0. (15.26) 


Al igual que en el caso de las oscilaciones longitudinales ad- 
mitimos la solución siguiente, 
y=Z sen ut, 
que una vez introducida en la ecuación nos da, 
ZI0M—atZz=0, (15.27) 
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siendo 
e. (15.28) 


La solución de la ecuación (15.27) es, 
Z=Asenaz+Bcosaz+Cshaz+Dchaz. (15.29) 


Las constantes A, B, C y D se obtienen de las condiciones de 
borde. 

Supongamos que la viga está articulada en sus extremos, como se 
indica en la figura 549. Entonces en cada apoyo la flecha y y el 


momento flector 24% serán iguales a cero y, por lo tanto, tendremos 
las siguientes condiciones de bor- 
de, 

cuando ¿=0 Z=0 y 20, 


cuando 2=1 Z=0 y Fé=0. 


De las dos primeras condiciones se 
doduce que B=D=0. De las 
otras dos, 

Asenal +Cshal=0, 

—A senal +C sh al =0. 
Igualamos a cero el determinante 
del sistema, 


senal shall_Q 
—senal shal 





6 
sen al-sh al =0. Flg. 549. 


Como el seno hiperbólico se convierto en cero solamente cuando 
al==0, obtendremos, 
senal =0, al =xn, 


o de acuerdo con la notación (15.28), 


a 14 
otr V pp 


Como vemos también en el caso de las oscilaciones floxionantes se 
forme una secuencia infinita de frecuencias que, a diforencia de lus 
oscilaciones longitudinales, son proporcionales no a la primera po- 
tencia de los números de la serie natural, sino a la segunda. 

La forma de la línco elástica de la viga durante las oscilaciones 
transversales se determina de la expresión (15.29). Como B=C=D=0 
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y 7, obtendremos, 
Z=Asn 7, 


En las oscilaciones correspondientes al tono fundamental la viga 
so flexiona según una semionda de sinusoide. Cuando n=2 aparecen 
dos semiondas, cuando n=3, tres, etc. (fig. 549). De acuerdo a estas 
frecuencias, cuando existen fuerzas exteriores que varían periódi- 
camente, pueden aparecer estados de resonancia. 

Las amp de las diversas formas de las oscilaciones propias 
dependen de las condiciones iniciales, es decir, del tipo de portur- 
bación. Si la porturbación se debe a un golpe sobro la viga entonces 
se oirán vibraciones acústicas de distinto tono según el lugar de la 
viga donde se dio el golpe. Si esto último tiene lugar on el centro 
de la viga, entonces la máxima amplitud corresponderá a la forma 
fundamental de oscilaciones y a las que tienen un número impar do 
somiondas. Si el golpo se da en las proximidades de uno de los apoyos, 
jugarán un papel importante las formas con un número par de se: 
miondas y el tono acústico de las vibraciones será otro, 





Ejemplo 15.10. Determinar la frecuencia fuadamontal de las oscilaciones 
propias del voladizo homogéneo (fig. 550). 





Flg. 550. 


Para la función Z (15.29) so dispone de las siguientes condiciones de bordo, 
cuando 1020 Z=0 y F¿=o. 


En el oxtromo de la viga (cuando ¿=1) ol momento flector y la fuerza 
cortante serán iguales a cero. Por lo tanto, 


dz de 
750 7 o 
Es decir, disponemos de cuatro ecuaciones, 
B+D=0, 
A+C=0, 
— A sen al —B cos al+-C sh al + D eh al=0, 
—Acos al + B senal +C ch al+D sh al=0, 
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Igualamos a cero el determinante de este sistema, 





1 o. 1 
0 A ES 
—cosal — shal chali="" 
senal chal shal 
obteniendo, 
chal cos al=—4, (45.30) 
La raíz mínima de esto ecuación transcondental será, 
al=1,875, 


Toniondo on cuenta la notación (15.28) hallamos la frecuoncta del tono funda- 
mental, 
3,82 / El 
63 pF> 


frecuencias suporiores es necesario determinar las corres- 
lo ecuación (15.30). 


o 


Para determinar |: 
pondientes raío 





$ 108. Métodos aproximados de determinación 
de las frecuencias de las oscilaciones propias 
de los sistemas elásticos 


La práctica de los cálculos de las oscilaciones de los sistemas 
elásticos demuostra que en la inmensa mayoría de los casos las sim- 
plificaciones que se admitieron en los problemas que más arriba se 
analizaron son incorrectas. Así, por ejemplo, goneralmento la masa 





Fig. 651. 


propia de las ligaduras elásticas (vigas, árboles) son comparables 
con las masas aplicadas. A su voz estas últimas rara vez se puedon 
interpretar como masas concentradas. Generalmente en la práctica 
do los cálculos nos encontramos con vigas o árboles de rigidez varia- 
ble y de masa distribuida de manera no uniforme. En estos casos 
la determinación do las frecuencias de las oscilaciones propias por 
los métodos expuestos anteriormente resulta complicado y es pre- 
ferible la solución aproximada. Más abajo veremos el más difundido 
de los métodos aproximados, el método de Rayleigh. 

Supongamos dado cierto sistema oscilatorio compuesto, por 
ejemplo, por la ligadura elástica (la viga) y cierto número de masas 
fijadas a ella (fig. 551). Entre estas masas puede figurar también, 
por partes, la masa de la propia viga. 
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Veamos la forma de las oscilaciones del tono fundamental y admi- 
tamos que las oscilaciones de todas las masas son cofásicas. La ley 


del movimiento de la masa | será la siguiente, 
y = A, son (ot +9). 

La velocidad de la masa ( será, 

Y1= 4 po cos (ot + p), 

En el momento cuando todas las masas pasan por la posición 
de equilibrio y, se convierte en cero y la velocidad y, alcanza el 
valor máximo. El valor máximo lo alcanzará también la enorgía 
cinótica del sistema, 

k=FE mal. 
a 

La energía elástica potencial del sistema será, en este caso, igual 
a cero, 

Cuando la desviación de las masas de la posición de equilibrio 
es lo máxima, la onergía cinética será igual a cero, mientras que la 
energía potencial do la viga flexionada será la máxima. Anotando 
esta Última sd U, obtendremos de la condición de la conservación 
de la energía, 


FEma=0 
= 
6 
en. Y, (45.34) 





A má) 


Para poder calcular por esta fórmula la frecuencia es necesario 
conocer la forma de la línea elástica de la viga. Pero ésta puede ser 
determinada solamente sobre la base de la solución de la ecuación 
diferencial, es decir, sobro la base de los métodos exactos que condy- 
con a cálculos muy complicados. Parece que el método energético 
de daterminación de las frecuencias propias no tiene ventajas algu- 
nas. Sin em] 10, como en el caso de determinación de las fuerzas 
críticas (capítulo XIV) aquí existo la posibilidad de determinar la 
frecuencia «, no para la configuración exacta de la línea elástica de 
la viga, sino para otra, aproximada, En este caso la frecuencia que 
se obtiene por la fórmula (15.31) se diferencia poco del valor exacto. 


Bj lo 15.11. Determínese el método de Rayleigb la frecuencia mí- 
ima do ls oscilaciones propias longitudinales del sistema compuesto por la 
barra y la masa m aplicada a ésta (fi . 552). La masa de la barra es my, su lon- 
gilud, | y su rígidoz a la tracción EP. 
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Consideremos que el desplazamiento w» para las diversas secciones de la 
barra +8 una función lineal de + (fig. 852), 
.o 17 


y calculamos, en este caso, la insscacala O ent la fórmula (15,31), 
En el caso de la barra traccionada 





potencial. será, 0 
mer de, ¿| 
y el alirgamiento unitario, 
e. 
Por lo tanto, 
Us 4er, 2 


Flg. 562, 
Determinamos después D)m;A). Esto suma deborá calcularse tanto para la 
barra, como para la masa aplicada, 


Enf a (5 di+mar, 


Lo magnitud 2222 , que figuro bajo ol signo de la Integral, constituyo la maso 


dol olemento de la barra de longitud de y A-, ol desplazamento de sto elemen- 
to. Por la fórmula (15,31) se obtione, 

EF 
¿(rm ) 
Si la masa de la barra es poqueña, entonces, 

EP 


or 


(15.32) 





Generalmente /qno que ligara en la expresión (15.82) o Intorprata como la 
masa reducida y M/a, como el coeficiente de reducción que indica ps parto dela 
sistema olástico se debe unir a la masa oscilante pr ra consido- 
ror la capacidad de inercia del olomonto elástico, on el cnsc' dado 20h barra dada, 
La magoitud del cooficiente de reducción depende de las particularidades del 
sistoma y, en una ña medida, de lo loy de distribución admitida do los 
desplazamientos on al olemento ell 

Ejemplo 15.12. Determinar el As de reducción para el voladizo coo 
una masa instalada en su extremo (fig. a). 

La línea elástica do la viga durante las oscilaciones so admito, aproxim 
demente, igual a la de la solicitación estática por una fuerza aplicada en el extre- 
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mo (fig. 553, 0). En este caso, 
Bly= e Az e 
Introduciendo la constante indeterminada 4 obtendremos, 
y=A (231), 
Calculamos ahora, d 
Y mili $ AM29—Bl28) de, 
a] 
Y mái=4an0 m+ jm) g 
pa] 
Es decir, que el coeficiente de reducción es 33/140, 





Flg. 663, Flg. 564, 






frecuencia in- 


15.13. Determinar 
las dela y 554) con tres 


oscilaciones prop! 

masas aplicadas. Se 
Admítimos que 

sor ropresentada por la fuación, 


mn 
y=A0n + 


varíablo 
pio de la vi; 
durante las oscilaciones puedo 





La enorgía potencial de la barra flexionada es, 
“ 4 


EN 
, A 
EyrdsoEll ar (5) 0077 a 2E0 | a? (7) sentir de. 
Í $ (2) a j (3) a 
Uno voz realizada la integración ballaremos, 
usara (5) (3+21) 
Más adolanto hallamos, 
5 voy 
AI=2m AL) +2m4?=3m40, 
En (22) +2 


y por la fórmula (15.31), 











a (3+3). 
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En toda una serio do casos pare la línea elástica se admito la que 
resulta, al aplicar al sistema ciertas fuerzas estáticas P,=mm,g. En- 
tonces la energía potencial U podrá ser representada como la suma 


de los trabajos de estas fuerzas en los desplazamientos correspondien- 
tes A, es decir, 


, 
1 
U=7 Y, Pi40 


La fórmula (15.31) será en este caso, 


—— (15.383) 





na A;, la flecha en el punto £, originada por el sistema de fuer- 
zas Po. 

Sobre la base de la expresión (15.33) se puedo proponer un método 
de aproximaciones sucesivas para determinar las frecuencias de las 
oscilaciones propias. Veamos el ejemplo siguiente. 





Ejemplo 15.14. Doterminar la frecuencia de las oscilaciones propias dol 
Arbol calonado con discos muaivos de £ 300 y 2000 kgl respectivamente 
ig. 555). 


1700 










8 
Et 
py 








A 





Flg. 655. 


Para recurrir a la expresión (15.89) us necesario dotormtnar la forma de la 
línea elástica del árbol. Como primera aproximación escogernos la línoa elástica 
del árbol solicitado estáticamente por las dos fuerzas dadas y por el peso propio. 
Como la rigidoz del árbol varía constantemente a lo largo del ojo. la determina- 
ción de la línea elástica por el método analítico del capítulo IV presenta grandes 
dificultades. En estos casos se recurre al método gráfico o al método de la in- 
tegración numérica. Esto último actualmente se emplea más. Veamos esto 1é- 
jodo, 

Ante todo escogemos el paso de la integración e lo largo del ejo del árbol 
A:=10 cm, dividiendo el árbol en 30 tremos, interpretamos el Fe propio: da 
árbol como fuerzas concentradas aplicadas en estas secciones, incluyendo en 
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cada fuerza el peso del tramo del árbol de longitud 5 cm a la derecha y otro de 
igual longitud a la izquierda do la sección. El peso específico del material os 


7,8-10-" kgi/cm”. Calculamos además para cada sección el valor de E/=E ES 





La magnitud 9 * so diferencia del ángulo real 9 en quo, al calcularla no se han 
considerado aún las condiciones de apoyo de la barra. 

spués do obtener los valores de $ * determínamos los desp 
y *, sin considerar las condiciones de bordo 


r- Yo 


Las osultados de los cálculo so ubican en las columnas correspondientes de la 
a 13, 
Después de una doble integración so obtendrán dos constantes €, y Ca. 


y=P+C124Cs, 
que so doborán escoger do manera tal que cuando 2==0 y se=1 el dospl 
nto y son igual a cero. La primora condición so cumple cuando C, 
la segunda, cuando 
0.=228,90-+-C, 300, 


de donde so obtieno C== —0,75004. Así, pues, say *—0,75684 2. Do esta ocua- 
Es se Cra los valores de y y se futroducen en la última columna de le 
tabla 13. 


'Sumamos dospués los productos PI y y Piy?, obteniendo, 


A . 
2 Ply¡=224,7 kgl-cm, 2 Plyl 41,87 kgl-cm. 
E a 





'amientos 





Entonces do acuerdo a la oxpresión (15.83), 
t=18322%)-2, oaili Art. 
Esto valor buscado de la frecuencia so obtiene como primora aproximació: 
Para precisar el resultado se debe toner en cuenta que durante las oscilación: 


árbol se solicita no por las fuerzas del peso mg, sino por las de Inercia —m.y. 
Como para el punto 1, 
y=y1 sen (ot-+p), 


=— y/o sen (ot +). 
Así pues, el valor máximo do la fuerza de inorcia en el puato 4 será myja%. To- 
¡endo en cuenta los valores de y; y «* correspondientes a la primera aproxima: 


ción y variando los valores de las fuerzas Pf on la relación LA obtendremos que 








rosulta, 


20m 


o 


38833885888 


8588 





E 


an 
mamar 
6,366-10- 
6.366 
6,366 
6,366 
5,27 
5,277 
5,21 
5,277 
2,602 








Pl, kgr 


12,2 
24.5 
24,5 
2,5 
20,9 
26,9 
26,9 
26,9 
38,2 
38,2 
1338,2 
38,2 
38,2 
55,0 
388,2 
38,2 


Mi, kgt-cm 





Tabla 13 

















Ze o. yo cm —y, em 
o o 0 0 
0,14t-10-2 | 0,141-10-" 0,141-10-> | 7.42:10-> 
0.280 0,424 0,562 14,97 
0,418 0,849 1,41 21,20 
0,480 1,309 2,720 27,55 
0,571 1,880 4,600 33,23 
0,681 2,561 7,461 38,24 
0,790 3,351 10,512 42,45 
0,443 3,794 14,306 46,23 
0,4% 4,288 18,504 49,50 
0,545 4,839 23,427 52,24 
0,582 5,305 28,822 54,44 
0,517 5,972 34,184 56,01 
0,285 6,257 41,041 57,32 
0,603 8,800 47,901 
0,615 7,475 55,376 








Continuación 





8,101 63,477-40- + 

170 8,736 72,213 56,41 
180 9,328 81,541 54,65 
190 9,876 91,447 52,34 
200 10,378 101,795 49,53 
210 10,915 142,740 46,48 
20 14,397 124,107 42,35 
230 14,882 135,929 38,10 
20 12,190 148,110 39,47 
250 12,499 160,618 28,54 
20 12,749 173,307 23,30 
270 13,142 186,509 17,78 
280 13,407 199,946 11,94 
290 13,538 243,454 5,9 
300 13,538 226,992 o 
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el árbol se solicita por las fuerzas, 


o 
2, 


siendo PJ, los valores de las fuerzas e. los desplazamientos de la tabla 13. 
So repiten después plonamente los cálculos y so confecciona la tabla 14, 
fectuando la suma se obtiene, 
» . 
PH y =221,4 kgf-cm, Pi) =42,00 kgl-cm, 
2 Pu 2 ml kgl 
02=18090-2,  m=134,571 


Una vez calculado el nuevo valor de « se puede pasar a la aproximación 
siguiento. Para ello se calculan de nuevo los valores de las fuerzas suponiendo, 


PU pr 








¿ondo yyy corresponden ya alos resultados de la segundo aproximación y no 
lo la primera. 

ER el Lopes que analizamos, sin embargo, no hay necesidad de recurrir 
aproximaciones siguientes, puesto que los valores de w obtenidos se dilo 
roncian poco el uno del otro. La diforencia entro los valores resulta sensiblemente 
menor no sólo que los errores propios de la integración numérica, sino que tam- 
bión monor que los errores que se comoten, al escoger ol sistema de cálculo. Por 
ojomplo, la suposición según la cual los apoyos son absolutamente rígidos en 
Jas condiciones reales ys presupone de por sí un error mayor quo el propio del 
método de cálculo de wo. 


En la actualidad el método de Rayleigh do cálculo de las frecuen- 
cias so sustituyo por los métodos mecánicos. El más difundido es el 
do los parámetros de origen que so explicó con dotalle en el $97, 
Veamos su aplicación en el mismo ejemplo del árbol escalona- 
do (fig. 555). 

En oste caso en la ecuación de las oscilaciones, 


(Ely'Y +pFy=0. 


Las magnitudes E/ y pF varían de tramo en tramo, permaneciendo 
constantes en cada uno de ellos. Suponiendo que y=Z sen ot, 
obtendremos, 













20 —or tE 20, 
Escribimos esta ecuación en forma adimensional, suponiendo 
Z=l; ¿=k; w*= Finos (45.34) 


siondo 1, la longitud del árbol, /, y F,, el momento do inercia y 
el área de la sección del primer tramo. Entonces la ecuación será, 


AF on=0. 


S8Í838838830 


3 








6,366 
6,366 
0,366 
5,277 
5,277 
5,27 
5,277 
2,602 
2,602 
2,602 
2,602 
2,602 
1,255 
2,602 
2,602 


6,360-10-11 











0,130-10-8 
0,273 
0,408 
0,451 
0,562 
0,572 
0,782 
0,439 
0,491 
0,543 
0,561 
0,577 
0,286 
0,607 
0,620 
























0,136-10-+ 
0,409 
0,817 
1,258 
1,830 
2,502 
3,284 
3,72 
4,214 
4,757 
5,318 
5,895 
5,181 
6,788 
7,408 











Tabla 14 





o 
7,37.10-3 
14,48 
2,17 
27,4 
33,09 
38,10 
42,33 
48,44 
49,11 
52,16 
54,36 
55,97 
57,30 
58,02 
58,12 





100 | 2,602.10-1% 
170 | 2,602 
180 | 2,602 
190 | 2,602 
200 | 2,002 
240 | 3,064 
220 | 3,004 
230 | 3,004 
240 | 3,06 
250 | 3,064 
280 | 3,064 
270 | 6,366 
280 | 6,366 
290 | 6,366 
300 | 6,366 














242.900 
247400 
229 800 
212400 
194 000 
175600 
156.900 
137900 
118700 








8,040-10-s 
8,683 
9,281 
9,833 
10,338 
10,876 
11,357 
11,780 
12,144 
12,448 
12,692 
13,073 
13,327 
13,454 
13,454 





62,570-10-3 
11,253 
80,534 
90,367 
100,705 
114,584 
122,938 
134,118 
146,862 
159,340 
172,002 
185,075 
198,402 
241,856 
225,310 





Continuación 
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Introducimos tres nuevas variables, 


2 a 
y pasamos al sistema de cuatro ecuaciones de primer orden que 
escribimos en diferencias finitas, 


An=m4f; An, =0,40; An, 9,46; 
Am=7 Pont. 


En el apoyo izquierdo el desplazamiento y y el momento flector 
son iguales a cero, por lo tanto 9¿.¿=Ú0 y Macao=0. 

Las magnitudes My.a=4 Y Moo=2B. pormanocen indoter- 
minadas y deberán ser escogidas de manera tal que en el segundo 
extremo del árbol (cuando ¿=1) se conviertan en cero el desplaza- 
miento y el momento, es decir, 9, ,=0 y Yyr=0. Estas magnitudes 
dependen linealmente de A y B. Por lo tanto 


Mis = 2: 444,48 =0; 
Mazos =2n1 4 +44:8 =0, 


siendo a,1, CG % Y %, ciertos coeficientes por ahora desconocidos. 
Las frecuencias que se buscan se determinan de la condición 





an ee 
sn a 


(15.35) 





(45.36) 








El orden a seguir en los cálculos es el siguiente. Primeramente, 
para cada uno de los siete tramos se calculan los valores del 
coeficiente, 


PR A 

ISA 
siendo d,, el diámotro en el primer tramo y d, el diámetro del tramo 
en cuestión. 

Se escoge el paso de la integración Af, por ejemplo, Af==0,01, 
obteniendo respectivamente 100 tramos de integración en toda la 
longitud 1. En este caso, en el programa se puede prescindir del 
bloque lógico para calcular el coeficiento E- /£=/(2) y simplemente 


introducir en la máquina la tabla de cien números, si esto lo permite 
la memoria de la máquina. 
En los tramos donde figuran los discos masivos el valor del cosfi- 


ciento Er debe sustituirse por la magnitud <y- , síondo M, la ma- 


sa do la parte del disco correspondiente a le unidad de longitud 
del árbol y M,, la masa del árbol por unidad de longitud del primer 
tramo. 
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Hallamos el orden del valor de la frecuencia adimensional 0. 
Para ollo simplificamos al máximo el esquema de cálculo. Suponga- 
mos que la rigidez del árbol es constante e igual a EZ, y los discos 
masivos son desplazados al centro de la luz. Entonces la frecuencia 


(véase el ejemplo 15.4) será o= y/ E, siendo M, la suma de las 


masas de los dos discos. 
De acuerdo a las notaciones (14.34) obtenemos, 


a= Y BA 306. 


Suponemos ahora que w)=3,3. El paso de la variación de la frecuen- 
cia Aw, se puede considerar, por ejemplo, igual a 0,1. 

Integramos el sistema (15.35) de =0a [=1. Los valores origina- 
les de n y n, son iguales a cero. En lo que se refiero a los valores origi- 
nales de 1, y 1, suponemos primeramente que y,=A=1 y n,=8=0 
y después que 9;=A=0 y n,=B=1. Do la expresión (15.86) so 
deduce que en el primer caso (cuando A=1 y B=0) 1.2211, 
Matar =%,. De la segunda integración obtenemos 2,, y 2. Halla- 
mos después el determinante D que no resulta ser igual a coro. Su- 
mamos a 0, el incremento Aw, y calculamos de nuevo el deter- 
minante D, El nuevo valor se compara con el anterior, Si el determi- 
nante D cambia de signo, interpolando, hallamos la frecuencia 
adimensional w, y después con su ayuda w (15.34), Si se requiere 
determinar la segunda frecuencia, tercera y las siguientes, este 
proceso se debe prolongar hasta dar con los siguientes cambios de 
signo dol determinante D. El tiempo que requiere la máquina para 
esta operación so mide en segundos. 

El método de los parámetros de origen adquiere gran importancia 
cuando se requiero, no sólo determinar la frecuencia sino también 
calcular las relaciones óptimas entre las dimensiones del objeto, 
partiendo de las exigencias impuestas por las características de las 
frecuencias. 








$ 109. Número crítico de revoluciones del árbol 


Las piezas que giran a gran velocidad no pueden ser balanceadas 
do forma ideal y on los casos prácticos siempre existen fuerzas de 
inercia originadas por el desbalanzamiento que desvían la pieza 
en rotación (árbol, rotor) del oje de rotación. Como lo demuestra la 
práctica, cuando las velocidades angulares de giro reciben valores 
determinados, denominados críticos las flechas del sistema son má- 
ximas y lo es también el cabeceo creciento. Al aumentar después 
el número de revoluciones este cabeceo disminuye. Este fenómeno 
tiene una explicación bastante simple, si analizamos el sistema 
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elástico como un sistema oscilatorio y las fuerzas del desbalancea- 
miento como fuerzas perturbadoras. 
Supongamos dado un árbol sobre el cual se encuentra un disco de 
excentricidad e (fig. 556). Sea velocidad angular de giro del árbol Q. 
Las proyecciones de la fuerza mS%e sobre los ejes z e y serán, 


P¿=m9ecos Qt y P,=mQtesen Qt. 


Así pues, on los planos vertical y horizontal sobre el árbol actúan 
fuerzas perturbadoras de frecuencia £ igual a la velocidad angular 
del árbol. En este caso, cuando la frecuencia de la fuerza perturba- 
dora 2 es igual a la frecuencia de las oscilaciones transversalos 
propias del árbol surge el estado de resonancia. Es decir, que la velo- 
cidad angular crítica es 





Qu =0. 


Por lo tanto, cuando se calcula el número crítico de revoluciones 
de un árbol o rotor, se determina la frecuencia angular de las oscila- 
ciones transversales que es precisamente igual a la velocidad angular 
crítica. Así, por ejemplo, en el último ejemplo numérico analizado 
en el parágrafo anterior para el árbol se obtiene, 


Quen 134,557, Me = Pl 1285 r.pom. 
a 





P 2 
77 
Pp ME 
y E 
me 
17) bo ”t 
Flg. 656. Flg. 557. 


$ 110. Resonancia paramétrica y autooscilaciones 


“Al resolver los problemas técnicos, con frecuencia nos encontramos con las, 
así denominadas, oscilaciones paramétricas y con el fenómeno de la resonancia 
aramétrico. 
Pe samos los dos sistemas oscilatorios simples de la figura 557, 
La mesa m se apoya sobre o) muelle de rigidoz < y está unida a vna barra 
horizontal imponderablo. A la masa so aplica una fuerza exterior perturbadora 
qu varía la ley periódica, 
P=PysnQt. 

En el primer caso la fuerza P es vertical y en el segundo, horizontal. Intro- 

duciondo las fuerzas de iuercia mé planteamos las ecuaciones del movimiento 
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para los dos casos a) y 0) (fig. 557), 
2) E=8,1 (P—mb), 


vio (pá, 





siondo 8,5, la magnitud inverse a <, 


4 
B=t. 


Transforaudo las dos ocuaciones obtendremos, 
) +04, 
dE 4er (1— Eon 01) 


siendo como de común, 


(45.37) 





PT A 
e í. 






rimera, 
rimer miembro y, on esto sontido, so le puedo 
considorar como la ecuación de las oscilaciones propias, pero con cooticionto de 
rigidez variablo. Basándonos en el típo de la ecuación se puedo afirmar que la 
acción de la fuerza sobro el sistema no es directa, sino indirecta. La acción ex- 
torior so reduco a la variación poriódica do los parámotros de la ecuación. Do 
aquí procedo el nombro «oscilaciones paramétricas», La ocuación obtenida os la 
más elemental de las oscilaciones paramétricas y el sistoma mecánico de la fi- 
gura 557, b es un sistema oscilatorio con perturbación paramétrica. 


Es característico do esto sistema que las fuerzas oxteriores realizan trabajo, 
mo en los desplazamientos directos, sino on los secundarios quo. como la 
figura 557, b, son de orden inferior. Es Importante que la fuerza 
forencía del caso de las oscilaciones forzadas comunes, no es capaz, por sl sola, 

pecto a la posición de equilibrio. 
Hace falta ciorta acción oxterior que comunique al sistema aunque sea una des- 
viación peque podrá ya apreciarso ol papel de los faotoros 
periódicos oxteriores (on nuestro caso la fuerza P). 

En el caso de las oscilaciones paramétricas, como an el de las oscilaciones 
comunes, puede ocurrir un aumonto brusco de la amplitud que, cuando no existe 
amortiguamiento, crece indefinidamente. Es posible la, así denominada, roso- 
nanela parométrica. Sobro la baso de razonamientos físicos simples es fácil 
establecer en qué caso esta resonancia es más probable. 

Supongamos quo dobido a cierta causa, por ejemplo, a un golpe casual oxte- 
rior, el sistema de la figura 557, 5 comienza a oscilar. Para que la fuerza hork- 
zontal P realice el trabajo máxiimo posiblo se requiere, slaro ost, que la fuerza 
P aumento, al desviarso la masa en una dirección, y vuelva a aumóntar otra vez, 
al desviarso la masa en la otra dirección, es decir, so requiero quo la fuerza P 
en el período completo del movimiento de la masa tenga tiempo de realizar dos 
períodos de las oscilaciones. 

Así pues, resulta que la frecuencia de la variación de la fuerza P on la r0so- 
nancia paramétrica deberá ser dos veces mayor quo la frecuencia de las oscila- 
ciones propias. 
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Al mismo tiempo el cabeceo del sistema es ¡ble también cuando la fuerza 
exterior alcanza su valor máximo no al compás de cada desviación, sino cada dos, 
tres, cuatro, etc., tiempos. Por lo tanto en las oscilaciones paramétricas existe 
no un estado de resonancia, sino toda una serie de estados. Un estudio más de- 
tallado de esta cuestión demuestra que el estado de resonancia aparece no sólo 
cuando se cumplen oxactamente las correlaciones indicadas entre las frecuencias. 
Existen zonas enteras de estados de resonancia. La anchura de estas zonas depon- 
de de la amplitud de la acción paramétrica (en el ejemplo que analizamos de la 
eevitud ds Py. La resonancia más importanto es la correspondiente a la rela: 


ción entre las frecuencias 2 próxima a 2, En los otros estados de resonancia, 


la transmisión de la energía al sistema será bastanto menor y cuando hay disper- 
sión, el cabeceo resulta o pequeño o inapreciable, 

'El sistema analizado con perturbación paramétrica no es el único. So puedo 
indicar toda una serie de sistemas simples y complicados donde es posible la 
aparición de la resonancia peramétrica. En la figura 558 so representan tres de 
estos sistemas. 

En el péndulo común, (fig. 558, a) aparece la primera resonancia, pararó: 

'al variar la longitud del hilo con una frecuencia igual al doble de la fro- 
de las oscilaciones transversales. 











ue |PRtPmat 





6, 2) 
Fig. 558. 


La barra solicitada por una fuerza pulsanto (fig. 558, 5) entra en el ostado 
de resonancia paramótrica cuando la frecuencia £ es también igual al doble do 
la frecuencia de las oscilaciones transversales v. Esta última deberá calcularso 

ra la barra, teniendo en cuenta la fuorza constante de compresión P,. La con- 
ición que acompaña a la resonancia paramótrica en el caso do la barra compi 
mida se denomina con frecuencia condición de estabilidad dinámica de la barra. 

En el tercer ejemplo (fig. 558, c) el recipiente cilíndrico se somete a la ac: 
ción de la presión pulsanto que varía según la ley 


p=p,+Apsen Qt, 


Aquí es necesario conocer la frecuencia de las oscilaciones flexionantes de la 
bóveda wo cuando actúa la presión p,. La zona inferior de la resonancia aparece 
cuando Q se acerca a 2. 
Las oscilaciones en un sistema mecánico pueden surgir no sólo bajo la ac- 
ción de las fuerzas periódicas exteriores perturbadoras, sino también cuando 
actúan factores constantes que no son periódicos. Las oscilaciones que en esto 
caso surgen se denominan autooscilactones. 
:n calidad de ejemplo simple que ilustra el fenómeno de las autooscilacio- 
nos so puede analizar el movimiento oscilatorio de la cuerda del violín que, a di- 
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forencia de las cuerdas de otros instrumentos musicales, es perturbada no por 
un golpo, sino por el movimiento uniforme del arco. 

Entro el arco y la cuerda surgo una fuerza de fricción. El coeficiente de frio- 
ción depende de la velocidad del movimiento del arco respecto a la cuerda. Cuañ- 
do la velocidad es mula, la fricción (fricción de reposo) es máxima y disminuyo, 
al crocer la velocidad relativa. En la figura 559 se representa la dependencia 
aproximada entro el coeficiente de fricción / y la velocidad relativa». 

Supongamos quo el arco se muevo por la cuerda. La fuerza de fricción arrastra 
la cuerda mientras so lo permita la tensión de la cuerda, En cierto momento (en 
el punto A de la figura 560), comienza el deslizamionto de la cuerda respecto al 








f 
AÁrG0 
Cuerda A 
» 
Fig. 559. Flg. 660. 


arco. Esto ostá relacionado con la disminución de la fuerza de fricción, La cuer- 
da comienza a movorso hacia la izquierda mientras que el arco siguo movién+ 
dose hacia la derecha. La velocidad relativa aumenta mientras que la fuerza 
de fricción disminuyo. La cuerda, debido a su inercia, pasa por su posición 
inicial de equilibrio, su velocidad disminuye hasta hacerse igual a coro y co- 
mienza de nuevo a moverso hacia la derecha. 

Su velocidad respecto al arco disminuye, la fuerza do fricción arrastra de 
nuevo la cuerda hasta el punto 4 do interrupción y el proceso so repito, Si la 
Característica de la fricción (fig. 559) no disminuyera con el aumento de la velo- 
cidad, no surgirían las autooscilaciones. Par ner hi 
ría de la fricción, el arco se unta con colofoní 











iracterística necesa 












Como vemos en el ejemplo analizado el sistema es un sistema oscilatorio 
«intrínseco». La acción exterior no es periódica. La onergía necosaria man- 
tenor las oscilaciones proviene de la mano del violinista y se transmite por ol 


arco. 

Las autooscilaciones tienen gran importancia pa 
ticos y plantean en muchos casos serios problemas 
nuevas máquinas. Un ejomplo de estos problemas relativamente complicados y 
relacionados con las autooscilaciones es, en particular, el caso dol flameo que 

sto en las autovibraciones del ala del avión acompañadas do la torsión y la 

floxión cuando el ala se encuentra en el flujo aerodinámico, Otro ejemplo puodo- 
sor el problema muy importante de las auto: mes de las ruedas directrices 
del automóvil cuando se mueve a gran veloc 





muchos problemas prác 
los constructores al crear 

















$ 111, Cargas de impacto 


Se entiende por carga de impacto toda carga que, en términos 
generales, varía rápidamente. El problema del cálculo de las estructu- 
ras sometidas a carga de impacto presenta de por sí muchas dificul- 
tades que no siempre se pueden vencer por los métodos más simples. 
A esto se refiere, ante todo, el análisis del estado tensional en la zona 
de contacto de los cuerpos que chocan y el proceso de variación, en 
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función del tiempo, de las fuerzas de contacto. La necesidad de con- 
siderar en los choques bruscos los grados de libertad adícionales del 
cuerpo elástico crea grandes complicaciones. En otros casos de soli- 
citación estos grados de libertad pueden ignorarse. Un gran papel 
en el proceso del choque lo juega el factor de la dispersión de la 
energía que es muy difícil de analizar. 

Más adolante veremos solamente los métodos más simples de cálcu- 
lo que no proporcionan gran exactitud, pero que permiten de ma- 
nera correcta valorar el orden de los desplazamientos, tensiones 
y deformaciones durante el impac 

Veamos cómo actúa la carga de impacto sobre el sistema de un 
grado de libertad (fig. 561). La masa m se mueve en dirección hori- 
zontal con la velocidad vo y es parada por el elemento elástico de la 
figura 561 en forma de muelle. Consideramos que la masa del muelle 
es despreciablemente pequeña en comparación con la.del peso. 








Flg. 662, 


Cuando el peso entra en contacto con el muelle su velocidad co- 
mienza a disminuir y cuando toda la energía cinética del peso se 
transforme en energía potencial del muelle comprimido, el peso se 
parará, mientras que la fuerza que comprime el muelle alcanzará 
su valor máximo. Comenzará después el movimiento en dirección 
contraria y la fuerza do interacción entre el peso y el muelle dismi- 
nuirá. Al restablecer el muelle su longitud inicial, el peso, en el caso 
de que no existan fuerzas de fricción, recibirá su velocidad inicial 
Vo, pero en dirección contraria. 

ÉL proceso del movimiento conjunto del peso y del muelle se 
puede describir por la ecuación de las oscilaciones armónicas que ya 
conocemos, 

E=C, sen wt-+C, cos ot, 
siendo o=/1/m8,,, la frecuencia de las oscilaciones propias del 
peso unido al muelle. Consideramos que el tiempo £ se mido desde 
el momento en que el peso entra en contacto con el muelle. Entonces 
obtendremos las siguientes condiciones iniciales: cuando £=0 
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E=0 y E=v,. Esto nos permite determinar las constantes C, y C,, 


C=2, C,=0, 





y entonces 
E=% sen ot. 


La ley de variación del desplazamiento del peso en función del 
tiempo so da en la figura 562. El desplazamiento máximo será 





y tendrá lugar al paser un tiempo igual a 4 desde el momento do on- 


trar en contacto el peso y ol muelle. La máxima magnitud de la fuerza 
que comprimo el muelle se donomina carga dinámica y es, 


PP q (45.38) 

La magnitud de la fuerza P.,,, se puede determinar también de la 

condición del balance energético. Igualando la energía cinética del 

peso en movimiento y la energía potencial del muelle comprimido 
obtendremos, 


E,=0, 224 Plato 


Pa=o VE 


resultado que coincide con la expresión (15.38), 

El planteamiento energético es preferible en aquellos casos cuando 
se requiere obtener solamento los valores máximos de las fuerzas 
dinámicas y de las flechas dinámicas y no so pretendo doterminar 
las loyes del movimiento de las masas. En los cáloulos prácticos 
precisamente de esto so trata, 

Veamos ahora el caso del movimiento vertical dol poso quo 
choca (fig. 563). Aquí, al plantear el balance energético, es necesario 
toner en consideración la variación de la energía potencial dol peso 
en el desplazamiento /¿ igual a la flecha dinámica quo recibo el 
muelle, 


de donde hallamos, 





Ky+H=U, 
siendo K,, la energía cinética del peso en el momento de entrar en 
contacto con el muelle, /7, la variación de la energía potencial del 
peso en ol desplazamiento ¿y U, la energía olástica del muelle 
comprimido. Es obvio que, 


10 
D=mefy U=z5h> 


Entonces, 
28,,K,+20,mg/4=fán 
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El producto 8,,mg es igual a la flecha /. que recibe el muelle 
bajo la acción de la fuerza igual al peso de la masa quo cue, 
pero aplicada estáticamente. Por lo tanto, 
1¿—26:K,—YU2uf¿=0, 
de donde se obtiene PA 
=1a[+y/ 435). 
la= la ma 
La magnitud que figura entre los corchetes se denomina coefi- 
ciente dinámico. Anotándolo por *, 


x14+/ ara Es (15.39) 
le 





obtendremos 
La ego (15.40) 
la 
YA 
Flg. 563. Flg. 584. 


El coeficiente dinámico muestra cuántas veces la flecha debida al 
impacto, es mayor que la flecha que ocurre cuando la carga so aplica 
estáticamente. En la misma proporción varían las fuerzas interiores 
y las tensiones, 





4 =0 e (45.41) 


La magnitud x depende, ante todo, de la rigidez dol sistema y de 
la energía cinética del peso que cae. Si, por ejemplo, el peso se aplica 
al sistema elástico de manera repentina sin velocidad inicial enton- 
ces la energía cinética será Ky=0 y x=2. En este caso la flecha má- 
xima es dos veces mayor que la que surge en el caso de solicitación 
estática. Las tensiones también resultan ser dos veces mayores. 

Todo lo dicho hasta aquí se refiere al caso cuando el peso choca 
directamente con el elemento elástico de masa muy pequeña. Gene- 
ralmente entre el peso que choca y el sistema elástico existe una pieza 
intermedia (el parachoques) de masa m, (fig. 564). 

Al estudiar el impacto en este caso es necesario diferenciar dos 
tipos de deformaciones: las deformaciones locales de los pesos, que 
aparecen en la zona de contacto, y las deformaciones generales del 
muelle, 

Las deformaciones locales se rigen por leyes complejas y no se 
pueden determinar con los métodos de la resistencia de los materia- 
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les. En lo que se refiere a las deformaciones generales del muelle, 
éstas se determinan fácilmente sobre la base de las relaciones energé- 
ticas, considerando que el impacto entre el peso y el parachoques 
no es elástico y que las dos masas después del impaco se mueven con 
la velocidad común vy. 

Entonces de la condición de conservación de la cantidad de 
movimiento se obtiene, 
z moy =(m 4m,) v,, 


” 
E 


El proceso posterior de compresión del muelle transcurre de la 
misma forma que en los casos analizados anteriormente. La única 
diferencia consiste en que ahora en lugar de la masa m con el muello 
choca la masa m -+- m, con la velocidad », en lugar de v,. La energía 
cinética correspondiente será, 

1 K 
7(M4m)= 2, 
- 4 


siendo K,, como antes, la energía cinética del peso en movimiento. 

Por lo tanto, cuando existe la masa intermedia del parachoques my 
se pueden aplicar las fórmulas anteriores, introduciendo la correc- 
ción indicada en la magnitud de la energía cinética. La fór- 
mula (15.39) será en este caso, 


=1 v! (uE) E 15.42 
x*=1-+ (rez ( ) 


En la magnitud m. so puede incluir también la masa del muelle m,, 
reducida previamente al punto de impacto (véanse los ejom- 
plos 15.11 y 15.12). Entonces, en la fórmula (15.42), en lugar do m,, 
se deberá introducir m,+km,, ido k el coeficiente de reducción 
de la masa del muelle, Se debe, sin embargo, tener en cuenta que 
este método de consideración de la masa del elemento elástico puede 
precisar el cálculo solamente en lo que se refiere a la determinación 
de los desplazamientos, pero no de las tensiones. 


Ejemplo 15.15. La cabina que pesa P==2 tf baja a la velocidad de 0y=1 m/s. 
Realíceso ol cálculo de comprobación de la resistencia en ol caso de una avería 
que consiste en el atuscamiento inesperado del cable. La poa del cablo 4 
en ol momento del atescamiento se supone igual a 10 m. El módulo de elastici- 
dad reducido =s del cable es E=0,7-40* kgl/cw, F=4 cun y la carga admisiblo 

cable, 12 tf. 














*) El módulo de elasticidad del cable a la traccióh, dobido a que se endereza 
el cordón, es bastante menor que el módulo do elasticidad del material de los 
los, 
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En este caso no se puede recurrir a la fórmula (15.39) la doterminación 
del cocficionto dinámico puesto que en el momento del sobro el cable 
actúa ya la carga estática igual al poso de la cabina. Al pararse la cabina su oner- 


gía cinética es P2 y la energía potencial correspondiento al desplazamiento 
Ta—Iess so transforma en energía potencial adicional del cable, 


1 f_1 fa 
TE 73," 
Así pues, obtenemos la ecuación del balanco energético, 


HP Uf Vi): 





Fig. 565. 


Poro como PB, = fest hallaremos, 
finale —len o 


e less | 1 2 
qe t[t+y Al 


1 Pi 
8u=gp Y f=Ep> 
El coeficiente dinámico será, 


y ontonces 


En esto caso claro está, 





y, vor lo tanto, 


Pa=xPeg=0,8 tl, 
es decir, que el cable satisface en esto caso la condición de resistencia. 
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Ejemplo 15.16. El volante do momento de inercia /. giro con n reyolucio. 
nes. Sobre el pórtico compuesto por dos se instala un motor eléctrico 
$6. 565). El momento de inercia del estator del motor eléctrico y de los apoyos 

lo los cojinetes respecto al ojo del volante es / a. Determínese el momento dinó- 

mico Ma que actúa sobro el pórtico cuando el volante se para de repente. 

álamos la energía cinética del volante a la energía potencial de la flo- 

xión dol pórtico. Tenemos en cuenta la correlación de que el choque con la masa 
fija uo es elástico 





00m. z 
(E) 50 


La magnitud di se determina, multiplicando el diagrama unitario 
(fig. 565) por sí mismo, 





y 
7» 


siendo /, ol momento de inercia total de las secciones transversales de las 
vigas. Así pues, como resultado obtenemos, 


Mala 





Capítulo XVI 


METODOS EXPERIMENTALES 
DE INVESTIGACION DE LOS ESTADOS TENSIONAL 
Y DE DEFORMACION 


$ 112. Ensayo de los materiales y ensayo 
de las estructuras 


Cuando se habla de los métodos experimentales de medición de 
las deformaciones y de las tensiones se debe diferenciar entre los 
ensayos mecánicos do los materiales y los ensayos de las estructuras. 

El ensayo de los materiales se realiza para determinar las ca- 
racterísticas mecánicas tales como el límite do fluencia, límite de 
rotura, módulo de elasticidad, otc. Puede realizarse también el 
ensayo con el propósito de investigar, por ejemplo, las condiciones 
do resistencia en los estados tensionales complejos o, en general, 
para establecer las propiedades mecánicas del material en las diver- 
sas condiciones. 

Los ensayos de los materiales se realizan con probetas, cuyas 
dimensiones y formas pueden variar según los aparatos do medición 
do que so disponga y las propias condiciones de los ensayos. 

Para obtener características objetivas del material se debe cum- 
plir la condición de homogeneidad del estado tensional, es decir, 
se debe garantizar que el estado tensional sea constante para todos 
los puntos de la probeta que se ensaya. Esta condición se cumple, 
por ejemplo, al traccionar, en parte, al comprimir una probeta corta 
y al torsionar un tubo de paredes delgadas. La variación de las pro- 
piedades dol material en estos ensayos ocurre simultáneamente 
en todo el volumen de la probeta y es fácil de evaluar cuantitati- 
vamente. En los ensayos a torsión de probetas macizas y en los en- 
sayos a flexión, el estado tensional no es homogéneo. Las variaciones 
cualitativas de las propiedades del materíal en puntos aislados no 
originan variaciones sensibles de las características de la probeta. 
Los procesos que transcurren en el material se manifiestan sólo en 
su valor medio y los resultados de los ensayos exigen un estudio su- 
plomentario durante el cual se pierde el grado de objetividad. 

La exigencia de homogencidad del estado tensional implica 
serias limitaciones sobre los resultados de muchos tipos de ensayos. 
En particular, hasta ahora no so ha conseguido realizar ensayos 
objetivos en condiciones de tracción triaxial homogénea. Este 
estado tensional se puede crear por ahora solamente en puntos ais- 
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lados do la probeta, por ejemplo, en el centro de una esfera maciza 
que se calienta rápidamente desdo el exterior. 

Uno de los tipos de ensayos mecánicos son las pruebas tecnoló- 
gicas que permiten obtener características que no son objetivas, 
Sino solamente comparativas de los materiales y que so llevan a cabo 
en condiciones severamente reglamentadas. A este tipo se refiere la 
determinación de la dureza, tenacidad y otros. En cierta medida 
a las pruebas tecnológicas so refieren también los ensayos para la 
determinación de la resistencia a la fatiga. 

Cuando se habla del ensayo de una estructura so tiene en cuenta 
la determinación do la resistencia de toda una máquina, de sus nu- 
dos por separado o de modelos. Esto ensayo tieno el propósito, por 
una parte, de comprobar la exactitud do los cálculos realizados y, 
por otra, de comprobar los procesos tecnológicos admitidos para la 
elaboración de los nudos y el montaje, puesto que en ol caso do 
procesos tecnológicos insuficientemente correctos puede ocurrir una 
debilitación local de la estructura. El ensayo de las estructuras está 
ampliamente desarrollado en las ramas de la técnica como la cons- 
trucción de aviones y la construcción de cohetes donde debido a la 
necesidad de economizar el peso, los problemas de la resistencia son 
fundamentales. Al crear una nueva máquina, sus diversos nudos 
una vez elaborados se someten a ensayos estáticos hasta obtener la 
rotura completa para determinar la, así denominada, carga de ro- 
tura. Esta carga se compara después con la obtenida por el cálculo. 
El carácter de la aplicación de las fuerzas en los ensayos estáticos se 
establece de manera que se imiten las cargas de trabajo para un caso 
determinado de cálculo, proviamente elegido, por ejemplo, en el 
caso del chasis del avión, el momento de aterrizaje, en el caso de las 
alas, la salida del picado, etc. 

Aparte de los ensayos estáticos con frecuencia surge la necesidad 
de realizar ensayos dinámicos. Por ejemplo, son muy difundidos 
los ensayos de los dispositivos que trabajan en las condiciones de 
vibraciones. Estos ensayos se realizan en mesas vibratorias especia- 
les para diforontes frecuencias y amplitudes. En estos ensayos la 
medición de las deformaciones y de las tensiones en las piezas vibran- 
tes del dispositivo generalmente no se realiza. So juzga sobro la resis- 
tencia de nudos aislados solamente en el caso de que se destruyan. 
En toda una serie de casos los ensayos dinámicos se realizan, midiendo 
con oscilógrafos las deformaciones que transcurren rápidamente 
y que surgen en los nudos más peligrosos. E 

Los métodos actuales de investigación experimental de las estruc- 
turas tensionadas se reducen, de una u otra menera, a la medición 
directa de las deformaciones que surgen en el objeto que se ensaya. 
Las tensiones se determinan de manera indirecta a través de las 
deformaciones, basándose en la ley de Hooke. En el caso de defor- 
maciones plásticas, la determinación de las tensiones, al ensayar 
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las estructuras, generalmente no se lleva a cabo y se determina 0x- 
clusivamente la carga de rotura o el valor de la fuerza cuando apare- 
cen síntomas de la aparición de deformaciones plásticas. 

Para medir las deformaciones se emplean varios métodos dife- 
rentes. Más adelante nos detendremos en la medición de las deforma- 
ciones mediante dispositivos (tensómetros) basados en principios 
de medición mecánicos y eléctricos. Se analizarán también los mé- 
todos óptico, de los rayos X, de las franjas de muaré y de recubri- 
miento con barniz, 


$ 113, Determinación de las deformaciones 
con tensómetros mecánicos 


EL principio del trabajo del tensómentro mecánico so basa on 
la medición de la distancia entro dos puntos de la probeta antes 
y después de la solicitación. La distancia inicial entre estos dos 


Fig. 506, 


puntos se denomina base del tensómetro 1. La razón entre el incre- 
mento de la longitud de la base A! y 1 nos da el valor medio del alar- 
gamiento en la dirección del tensómetro. Si el estado deformacional 
es homogóneo, entonces el resultado de la medición determinará 
el valor exacto de la deformación que se busca como ocurre, por 
ejemplo, en el caso de la tracción de una barra (fig. 566, a). Si las 
deformaciones a lo largo de la base varían entonces el valor medio 
medido de la deformación será tanto más próximo al valor real, 
cuanto monor sea la base del tensómotro (véase el caso de la flexión 
de la barra, fig. 566, b). 

Al ensayar los materiales a tracción, cuando está garantizada la 
homogeneidad de las deformaciones, la longitud de la base se limita 
por las dimensiones de la probeta y se escoge grande. Generalmente 
en este caso el valor de 1 es 50, 100, 150 y 200 mm. 
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Al ensayar las estructuras, el aumento de la base se limita por el 
error relacionado con la heterogeneidad de las deformaciones y la 
disminución de la base, por Ja pérdida de exactitud debida a los erro- 
res de los instrumentos. Generalmente la base de los tensómetros 
mecánicos que se emplean en los ensayos de las estructuras es del 
orden de 2-20 mm. 

Para la medición exacta de los alargamientos elásticos al deter- 
minar el módulo de elasticidad del material so emplea ampliamente 
el tensómetro de Martens con palanca óptica (fig. 567). 





Fig. 567. 


El tensómetro consta del listón rígido 7 que se apriota a la probeta 
mediante la prensa de tornillo 2. El cuchillo superior 3 del listón 
rígido es inmóvil. En calidad de segundo cuchillo se emplea el prisma 
templado 4 de sección rómbica. La longitud de la diagonal del prisma 
es a. El espejo 5 se une rígidamente al prisma. A la distancia L del 
espejo so instala la regla graduada inmóvil 6. Al alargarse la probeta, 
el espejo gira y el observador por el tubo 7, ve la lectura correspon- 
diente en la imagen de la escala reflejada. El aumento del disposi- 
tivo se determina por la razón entre la diferencia de las lecturas en 
la escala en milímetros y la magnitud Al que también se mide en 
milímetros. 

El ángulo de giro del espejo, 

An 
at. 
a 


La diferencia entre las lecturas en la regla antes y después de lo 
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solicitación es, teniendo en cuenta que a es pequeño, 
h=L.20. 
Eliminando el ángulo a, hallamos el coeficiente de aumento 
del dispositivo, 


Generalmente en el tensómetro de Martens la escala so instala 
de manera tal que (la elección del tamaño 2) 22500. 


Pd 
Fig. 568, Flg. 569, 





Para ovitar los errores relacionados con la tracción excéntrica 
de la probeta y con la posible flexión so practica la instalación de dos 
tensómetros como se indica en la figura 568. Escogiendo el valor 
medio de los dos dispositivos se elimina la influencia de la flexión. 

El tensómetro doble de Martens es incómodo puesto que requiere 
un trabajo minucioso para instalarlo. Menos exactos, pero más có- 
modos on el trabajo son los tensómetros de buena recomendación, 
MIL y de Boyárshinov de base grande representados en las figu- 
ras 569 y 570. 

El tensómetro MIL (fig. 569) tieno una base de 100 mm y está 
compuesto por palancas articuladas, Este es un tensómetro doble 
que se instala en la probeta por un sujetador con muello. El apoyo 
inferior 1 es inmóvil y el superior constituye un todocon la palanca 2. 
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El desplazamiento del extremo inferior de esta palanca so transmito 
al elemento 3 y de éste a la aguja . Mediante el tornillo 5 se puedo 
hacer coincidir antes del ensayo la aguja con el cero. Si las deforma- 
ciones de la probeta son tan grandes que la aguja sale fuera de los 





límites de la escala graduada, con este mismo tornillo se puede vol- 
ver durante el ensayo la aguja a su posición inicial. La amplificaión 
del tonsómetro MIL es 500. 

El tensómetro de Boyárshinoy (fig. 570) en lugar de articulacio- 
nes mecánicas tiene una articulación elástica compuesta por dos 
muelles planos 7, 2. Las piezas de aluminio 3, 4 giran al traccionar 
la probota respecto al punto de intersección de los muelles, La ar- 
ticulación elástica tiene la ventaja de que carece de la zona muerta 
que es característica para las articulaciones comunes mecánicas y 
debida a la fricción seca. El tensómetro tiene dos cuchillos de acero 
templado 5, 6 con los cuales se fija en la probeta mediante los torni- 
los 7. Durante la instalación el dispositivo se cierra medianto la es- 
piga 8 que fija las piezas 3, 4. Las deformaciones se miden con los 
indicadores 9, 
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El tensómetro de Boyárshinov permite realizar las mediciones 
sin cambiar de posición la escala cuando las deformaciones son me- 
nores del 4%. Los otros tensómetros no permiten una medición tan 
amplia de las deformaciones. La base del tensómetro es =50 mm y la 
amplificación es de cerca de 500. 

Al medir las deformaciones de las probetas que so ensayan a trac- 
ción y compresión se recomienda el tensómetro de Líjariov de palanca 
«hidráulica» (fig. 571). Las piezas fundamentales de este tensómetro 
son las cajas motálicas onduladas (tubos ondulados flexibles o sil- 
fones 1, 2) que forman una cavidad cerrada que se comunica con el 
capilar 3. La cavidad entre las cajas onduladas se llena de líquido. 
Al alargarse la probeta, el volumen do la cavidad aumenta y baja 
así la magnitud h el nivel del líquido en el capilar. 

ñ es la condición de invariabilidad del volumen del líquido se 
obtiene, 


(AR'—ar”) Al=hF, 


siendo R, el radio medio dol sitfón grande y », el del silfón pequeño, 
F, ol área de la sección del capilar. Así pues, la amplificación del 


tonsómetro resulta 27" y dopondo do las dimensiones de los sil- 


A capilar. Generalmente la amplificación es del orden 
le . 

La instalación del dispositivo en la probeta so realiza con el tor- 
nillo 4. Para variar el nivel del líquido en el papilas y para instalar 
el dispositivo en cero so emplea el tornillo 5. La base mínima del 
dispositivo es cerca de 20 mm. 

El aspecto general del tensómetro de Líjariev se da en la fi- 
gura 572. 

Entre los tensómetros mecánicos que se emplean no sólo para los 
ensayos mecánicos de los materiales sino también para los ensayos 
de las estructuras y que tienen base relativamente pequeña, el más 
difundido en la práctica de los laboratorios, es el tensómotro de 
palancas articuladas de Huggenberguer (tig. 573) cuya base es 20 mm 
y la amplificación, cerca de 1 000. 

Los tensómetros mecánicos de menor base no tienen gran apli- 
cación y son únicos. Los intentos de algunos investigadores de intro- 
ducir en la práctica de los laboratorios estos tensómetros no han 
tenido éxito puesto que, al ensayar los materiales, son preferibles 
los tensómotros de base mayor y para ensayar las estructuras los ten- 
sómetros han sido sustituidos en la actualidad por los captadores 
tensométricos de resistencia. 
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$ 114, Captadores tensométricos de resistencia 


En la técnica de los ensayos de las estructuras en las últimas dé- 

Cadas se han difundido ampliamente los captadores tensométricos 
de hilo resistente. 
ñ El pado cemeomérales de hilo resistente consta de un alambre 
fino en forma de zigzag que se pega a una franja de papel (fig. 574) 
de espesor 0,015—0,030 mm. A los extremos del alambre, por solda- 
dura, se unen los cables. 


Y 
Papel Alambre Cables 


Flg. 574, 


El captador so pega sobre la superficie de la pi que se investiga 
de manera que la dimensión de la base 1 coincida con la dirección 
en que se desea medir la deformación. Cuando el tensómetro está 
bien pegado, el alambre se alarga junto con la superficie del objeto 
que se estudia y la resistencia óhmica del alambre varía, lo que so 
registra como el índice de la deformación. 

La experiencia demuestra que la variación unitaria de la resiston- 





cia óhmica del alambre 4% es proporcional a su alargamiento, == 


=yoe, siendo yo, ol coeficiente de sensibilidad tensométrica del 
captador, magnitud adimensional que depende de las propiedades 
físicas del materíal. Para los materiales que se emplean en los capta- 
dores tensométricos de resistencia, yo varía entre 2 y 3,5. Para 
el constantán, por ejemplo, yo=2,0—2,1, para el nicromo 2,1—2,3 
y para el hilo de invar, 3,2—3,5, etc. 

El captador tensométrico de hilo resistente debído a las curvas 
de éste en los extremos de las filas, reacciona no sólo a las deforma- 
ciones longitudinales, sino también a las transversales y 


AR 
A 10.488, 





siendo e, y e, los alargamientos en la dirección de los ejes z e y 

(fig. 574) y y y 8, los coeficientes de sensibilidad tonsométrica longi- 

Sudinal y Aransveral del caplador que se determinan durante el cs- 
rado. 
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La magnitud de y, debido a las curvas en los extremos de las fi- 
las, resulta ser un poco menor que el coeficiente de sensibilidad ten- 
sométrica del alambre yo. A medida que aumenta la base / la difo- 
rencia entro y y Yo disminuye y, en el caso del captador que común- 
mente se emplea de base 2=20 mu, resulta insignificante. El coefi- 
ciente ó es una magnitud también pequeña, del mismo orden. En los 
captadores de base pequeña (1<5 mu), la magnitud de 5 es compa- 
rable con y y, al calcular las tensiones, debe tenerse en cuenta el 
coeficiente de sensibilidad tensométrica transversal. 

Al estudiar el estado tensional en los elementos de una estructura 
compleja, con frecuencia surge la necesidad de determinar no sólo 

la magnitud, sino también la direc- 
ción de las tensiones principales. 
En este caso se practica la instala- 
ción en la zona que se investiga, 


de 
a de 6 






Fig. 575. Flg. 570. 


do tres captadores simultáneamente y en direcciones que forman 
ángulos de 45* (fig. 575); se coloca como se dice, una roseta do capta- 
dores. Sobre la base de los tres alargamientos medidos se puedo, 
sin dificultad, obtener los alargamientos principales y el ángulo 
que determina la posición de los ejes principales. Esto se realiza de 
la manera siguiente: supongamos dadas las deformaciones según los 
ejes principales z e y (fig. 576). Como la proyección de la línea que- 
brada 44'B'B sobre el eje J es igual al segmento AB, es fácil demos- 
trar que la diferencia de los segmentos A”B” y AB, es decir, el incro- 
mento absoluto de AB es, 


du de 
Je decos p + ds seno, 


siondo u y o, los desplazamientos según los ejes z e y. 
El alargamiento unitario según el eje / será, 
du 


de 
e, =%, co8 q + 7, 50n q, 


a 
Ecos" 9 + ze sent o, 
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de donde se obtiene 
8, =8,008* p +8, sen? q. 
Para los tres ejes que coinciden con los ejes de los captadores 
do la roseta (fig. 577) se obtiene respectivamente, 
e, =2,C0s*p-2, sen p, 
ly =8,cos* (p +45” + e, son* (9 +45”), 
€ =8, cos? (9 +90) + e, sent (p 4-90”), 
y después do transformaciones elementales, 
e—2ey-+em 
e 


e Fed, 
ey to Te 0 eZ Fed. 


Así, en el caso general se determinan la magnitud y la dirección de 
las deformaciones principales. 

Las deformaciones principales por el mismo procedimiento se 
pueden obtener también con tres tensómetros mecánicos. En algu- 
nos casos se practica la determinación de los ejes principales con 





Flg. 577 


recubrimiento de barniz (véase más abajo) y la instalación posterior 
de tensómetros en las direcciones principales. E 

En la técnica moderna del ensayo los captadores tensomótricos 
de resistencia se emplean no sólo para la medición de las deformacio- 
nes. En muchos dispositivos para la medición de las fuerzas se intro- 
ducen los captadores en calidad de elementos sensibles que reaccio- 
nan a la variación de las cargas exteriores. Para medir los esfuerzos, 
los captadores tensométricos de resistencia se pegan a un elemento 
elástico deformable (barra, árbol, viga) y por la variación de la re- 
sistoncia del captador se juzga sobre la magnitud del esfuerzo que 
actúa. Este método es cómodo porque permite de manera simple 
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realizar las mediciones a distancia sin la introducción de dispositi- 
vos adicionales complicados. 

Durante los ensayos estáticos, el captador que se pega en la super- 
ficio de la pieza que se investiga so conecta con el dispositivo de 
'medición según el circuito en puente (fig. 578) y las lecturas se toman 
por el galvanómotro. Una de las cuatro resistencias del puente, por 
ejemplo, R, es la resistencia del captador. El resto de las resistencias 
30 escogo de mahera que cuando no existen alargamientos de la 
pieza (antes del ensayo) el puente se encuentre equilibrado y la co- 
rrionte en el galvanómetro ¿, sea igual a cero. Para ello es necesario 
que se cumpla la relación siguiente, 


A dE, (16.4) 





Generalmente, en calidad de resistencia R, se escoge el segundo 
captador que es igual al primero y las resistencias RR, y KR, so 
escogen iguales también. Así pues, 

R/=R,=R, R,=R,=R, 
es decir, que se cumple la condición (16.4). 

Planteando la ecuación de Kirchhoff para los circuitos de la fi- 
gura 578 es fácil demostrar que, en el caso del puente no equilibrado, 
la corriento que pasa por el galvanómetro será, 


RR RAR, 
A Ó TERFRRA ARMOR ART, (16:4) 
Aquí so supone que la resistencia interior de la fuente de la corriente 
“del galvanómetro es muy inferior a Ry, Ry, R, y Ry. Cuando tra- 
Vaja el captador, la resistoncia Ry varía en la magnitud AR y 
R/=R.-+AR, Ry=Ry=R, R¿=Re 


La expresión (16.2) será entonces 


Re 
ar 

Así pues, la corriente que pasa por el galvanómetro es proporcio- 
nal a la variación de la resistencia del captador y, por lo tanto, tam- 
bión a la deformación que se mide. 

El error fundamental do los captadores tensométricos de resis- 
tencía es el error que provoca la temperatura. Al variar la tempera- 
tura, la resistencia del captador varía también considerablemente. 
Por ejemplo, en el caso del captador de constantán pegado en la 
superficie de una pieza de acero, al variar la temperatura 17, la va- 
riación de la resistencia Óhmica corresponde a una variación de la 
tensión de 7 kgt/cm* en la probota de acero. Para compensar el error 
relacionado con le temperatura, el captador R, se une al circuito en 
puente sin pegarlo al captador R, y se cubre con un material aisla- 
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dor térmico, por ejemplo, con un trozo de fieltro. En este caso la 

temperatura de los dos captadores resulta ser igual y será igual, por 

lo tanto, también la variación de las resistencias R, y R, originada 

por la temperatura. El equilibrado del puente no se altera puesto 
que sigue en vigor la relación (16.1). 

Cuando se investiga el estado tensional de una estructura compleja 

se dispone de un número muy grande de captadores de los cuales so 

deben tomar las mediciones. El galvanómotro 

R y las resistencias R, y R, no se cambian mien- 

Re tras que los pares de resistencias R, y Ry, 

para cada punto en cuestión, se conectan su- 

cesiyamente para tomar las mediciones. Para 

evitar los errores relacionados con la varia- 


AS ción del voltaje £, directamente antes de to- 





Y mar la medición se equilibra el puente con la 
5 resistencia variable r (fig. 579). 
Este método de medición es válido, claro 
está, cuando las cargas varían estáticamente. 
Flg. 579. Para los procesos de variación rápida so 


curre a dispositivos de registro especialos. Pa- 
ra la medición do las deformaciones so usan los oscilógrafos y en el 
* esquema se introduce un amplificador. 


$ 115. Método óptico de determinación de las tensiones 
mediante modelos transporentes 


El método óptico de estudio de las tensiones consiste en que un 
modelo transparente de un material ópticamente activo (en la mayo- 
ría de los casos de cristales orgánicos especiales) en estado de tensión 
se ilumina con luz polarizada. La imagen del modelo en la pantalla 
resulta entonces cubierta de un sistema de franjas cuya forma y po- 
sición se determina por el estado tensional del modelo. Analizando 
el cuadro obtenido se puede obtener la magnitud de las tensiones 
que surgen. 

Lo más fácil de analizar con el método óptico es el estado tensio- 
nal plano en modelos de espesor constante. Existen también méto- 
dos de investigación del estado tensional de volumen. Este problema 
sin embargo, resulta bastante más complicado, tanto en lo que se 
refiere a la técnica del ensayo como a la interpretación de los resul- 
tados obtenidos. 

Veamos el caso de iluminación de un modelo plano con luz mo- 
nocromática. 

El esquema del dispositivo se ve en la figura 580. En él, S es la 
fuente de la luz; 7, el condensador; 2, el filtro; 6, el objetivo y 7, 
la pantalla. El modelo 4 se instala entre los elementos polarizado- 
res 3 y 5. El primero se denomina polarizador y el segundo analiza- 
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dor. Los ejes ópticos del polarizador y del analizador forman entre 
sí un ángulo de 90”, El haz de luz que atraviesa el polarizador 3 
se polariza en el plano horizontal (el vector de la polarización se 
ubica horizontalmente y las oscilaciones ópticas tienen lugar en el 
plano vertical). El haz polarizado, dada la posición mutua de los 
ejes ópticos, no puede pasar por el analizador y, como resultado, 
la pantalla no se ilumina. El polarizador y el analizador están, como 
se dice, instalados para obtener la obscuridad. Al cargar el modelo, 
éste adquiere la posibilidad de girar el plano de polarización de la 





Flg. 580. 


luz que lo atraviesa en función de la magnitud de las tensiones. En- 
tonces, la luz con el plano de polarización girado pasa por el analiza- 
dor y forma en la pantalla la imagen del modelo que se investiga 
cubierto de un sistema de franjas claras y obscuras. 

Veamos esta cuestión con más detallo. La luz polarizada tiene 
su analogía en las oscilaciones mecánicas planas transversales exi las 
que el desplazamiento u varía según la ley armónica, 


U =4 Sen Wt, 





siendo w, la frecuencia de las ¡ones transversales igual a la 
frecuencia de la onda de la luz; a, la amplitud de las oscilaciones 
correspondientes a la luminancia del haz. 

Supongamos que el haz polarizado en el plano horizontal 
581) pasa por el modelo transparente tensionado. Los despla- 
zamientos en el plano vertical OA se descomponen según los ejes 
principales z e y. Entonces, 





U, =(.008%SeN (of, Y, =a SEN A SEN Wt. 


El material que es ópticamente activo, cuando se encuentra on estado 
de tensión so hace anisotrópico, resultando que las velocidades de 
la luz c, y e, en los planos Ox y Oy son diferentes. Será diferente 
también el tímpo necesario para que la luz cruce la lámina de es- 
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pesor h, 
h h 
Le bz 
Las ecuaciones de las ondas en los planos Oz y Oy después de 
salir de la lámina serán respec- 

tivamente, 

4, =4 sena sen o (t—t,), 

u,=a.c0s a son « (£—1,). ) 


(16.3) 


Así pues, las oscilaciones resul- 
tan desplazadas en fase. Este 
desfasaje es, 

otto) 


Por el analizador instalado 
para obtener la obscuridad pue 
sarán solamente las oscilaciones 
que ocurren en el plano horizon- 
tal, es decir, 

u'=0B,—0B,= 
=04,c0sa4—04, sona, 





Flg. 681. o de acuerdo a las expresiones 


(16.3). 
u? = a sen acosa [sen 6 (t—1,) —sen w (t—1,)]. 
Después de transformaciones elementales se obtiene definitivamente, 


tt bet, 
1 =a son 2a-sen o Ly -como (125%), 


Como vemos la amplitud de la onda que cruzó la probeta y ol 
analizador será, 


(46.4) 


a'=4sen 24. sen w 





Por lo tanto la intensidad de la luz que incide en la pantalla de- 
pendo del desfasaje w(1,—2,) y del águlo a. 

Cuando el plano de polarización coincide con la dirección de uno 
de los ejes principales, sen 2a=0. En esto caso la pantalla en los pun- 
tos correspondientes, permanecerá obscura. Lo mismo ocurrirá en 
los puntos de la imagen del modelo, donde la diferencia de las fases 
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sea múltiple de a 





0% 2 =an (16.5) 


siendo n un número entero arbitrario. 

Así pues, como resultado en la pantalla, se obtienen franjas obscu- 
ras do doble procedencia. Ante todo, aparece una o varias franjas 
obscuras en las que la dirección de los ejes principales coincide con 
los planos de polarización. Estas líneas se denominan isoclinas 
(líneas de igual inclinación de las tensiones principales). El segundo 
sistema de franjas obscuras corresponde a los valores de 


5, 
e 





iguales a 0, 1, 2%... 

El ensayo demuestra que la diferencia de las fases (la diferencia 
del tiempo con que la luz recorre los planos Oy y Ox) es proporcional 
a la diferencia de las tensiones 0, y 0,, es decir, 


h h 
tl E M0, 00) 






siendo k el factor de proporcion: 
óptica del material. 

Por lo tanto, para cada franja del segundo tipo la diferencia de 
las tensiones 0,—0, es, de acuerdo a la expresión (16.5), constante 
9 igual a, 


lad que depende de la actividad 


Y a. a. ¿p 2 
E e A 
El número n indica el orden de la franja. 

La magnitud £ (constante óptica) se determina fácilmente, onsa- 
yando proviamente una probeta a tracción simple. Si se tracciona en 
la luz polarizada una barra prismática del mismo material que el 
modelo, entonces la imagen de la probeta en la pantalla se oscurece 
sucesivamente cuando la tensión en la probeta pasa por los valores 

H. 22, eto 
o 

Midiendo la variación de la carga entro dos oscurecimientos 

consecutivos, obtendremos, 


o 





A 

=h. 

determinando así para el yalor dado de w» (para el color dado) la 
magnitud de k. 

Las franjas obscuras en el modelo correspondientes a valores 
constantes de a,—0, se diferencian fácilmente de las líneas isocli- 
nas. Si giramos simultáneamente el polarizador y el analizador en 
sus planos, es decir, si variamos el ángulo a, entonces las líneas iso- 
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clinas cambiarán de configuración, mientras que las franjas 0,—0,= 
=const permanecerán constantes. Al investigar el estado tensional 
en un modelo plano se recurre generalmente a este método. Girando 
el plano de polarización (en la mayoría de los casos con un intervalo 
de 5”) se construye la familia de las líneas isoclinas con las indica- 
ciones correspondientes de los ángulos. Sobre la base de las isocli- 
vas es fácil obtener después las trayectorias de las tensiones princi- 
pales en el modelo. 





Flg. 582. 


Variando la carga sobre el modelo, manteniendo invariables las 
posiciones del polarizador y del analizador, se puede observar la 
aparición y el desplazamiento de las franjas en la imagen del modelo. 
Por ejemplo, durante la flexión de una barra prismática se obtiene 
el sistema de franjas representado en la figura 582. En la parte cen- 
tral del modelo donde tiene lugar la flexión pura se observa una dis- 
tribución uniforme de las franjas. Esto quiere decir que las tensiones 
en la altura de la sección se distribuyen linealmente. Al aumentar 
la carga, en los bordes superior e inferior passos nuevas franjas 
que se desplazan hacia la línea neutra. Las franjas so condensan de 
esta forma, pero la distribución se mantiene uniforme. Realizando 
la carga de la barra a partir de cero resulta fácil determinar el orden 
de cada franja e indicar exactamente la diferencia correspondiente 
de 0,—0,. 

El método óptico no permite determinar la magnitud de o, y o, 
por separado. Para ello se recurre a métodos auxiliares. Uno de estos 
métodos consiste en la medición con un tensómetro especial la varia- 
ción del espesor del modelo en los diversos puntos. Como Ah es pro- 
porcional a la suma de las tensiones, 








F=—Hlo+07) 


conociendo la suma y la diferencia de las tensiones, es fácil calcular 
las propias tensiones. Sin embargo se prefiere el método que consiste 
en el empleo de las ecuaciones generales de la teoría de la elasti- 
cidad, con la integración posterior de las fuerzas interiores de acuerdo 
a las direcciones obtenidas de las tensiones principales, La descrip- 
ción más detallada de este método sale fuera de los marcos del curso 
de resistencia de materiales. 


116, Método de las franjas de muaré 553 





Las posibilidades del método óptico no se agotan con el ejemplo 
analizado anteriormente de la iluminación del modelo plano con 
luz monocromática. Con frecuencia dicha iluminación se realiza con 
luz blanca. En este caso, en la pantalla, en lugar de franjas obscuras 
y claras se observan franjas de colores que abarcan de manera conti- 
nua todos los colores del espectro. Existen métodos de iluminación 
de los modelos con eliminación de las líneas isoclinas. Se conocen 
métodos de investigación del estado tensional en modelos estéreos, 
cuando se «congela» la anisotropía óptica y se corta posteriormente 
el modelo en probetas planas. 


$ 116, Método de las franjas de muaré 


Este método ha comenzado a emplearse para el estudio del estado 
tensional hace relativamente poco tiempo y todavía se conoce poco 
a pesar de presentar ciertas ventajas. 

El método de muaré se basa en el efecto que consiste en la apari- 
ción de franjas claras y obscuras cuando se sobreponen dos redes de 
parámotros iguales o que se diferencian poco. El cuadro que se ob- 
tiene se denomina muaré. En la figura 583 está representada la fo- 
tografía que ilustra este efecto. 

Si se fija una de las redes al objeto que se estudia, al deformarse 
6sto, so desfigura la red, la distancia entre las líneas varía y no será 

/a constante y, al mismo tiempo, se flexionan las mismas líneas. 

¡espectivamente varía el cuadro de las franjas de muaré. Se puede 
juzgar sobre la deformación del objeto, partiendo de la forma y posi- 
ción de estas franjas. Veamos el caso más simple. 

Supongamos que se tracciona una franja sobre la cual se pega 
una red cuyas líneas son transversales (fig. 584). Sobre esta red so 
sobrepone libremente otra igual a la primera y con la misma orien- 
tación de las líneas. Mientras la probeta no se deforma las líneas de 
las redes sobrepuestas darán un fondo uniforme: gris si cada línea 
se sitúa sobre la otra línea y obscuro si la línea de una red se sitúa 
entre dos líneas de la otra. Al traccionar la probeta aumenta la dis- 
tancia entre las líneas de la primera red y aparecen franjas de muaré 
rectas de orientación transversal, como se ve de la figura 583, b. 
Es fácil determinar cuál es la distancia entre las franjas de muaré. 

Veamos el corte transversal del sistema de líneas (fig. 585). En 
la parte derecha se representa el corte de la red patrón sin deformar 
(el paso es a), en la izquierda, el corte de la red deformada. Su paso 
es dy, 











a =a(148), 
siendo e, el alargamiento de la probeta quo se ensaya. 


19 
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En el centro de la franja de muaré obscura (punto 4) la línea 
de una de las redes se sitúa sobre el claro de la otra. Del esquema se 
deduce que en el segmento $ igual al paso de las franjas de muaré, 
en la red sin deformar entran a líneas, mientras que en la otra red 
n—1. Por lo tanto, 

S=na. (16.6) 
Por otra parto S=(n—1)a,, dondo so obtiene, 





Volviendo a la expresión (16.6) se obtiene, 





Como el parámetro a de la red se conoce, queda por medir la dis- 
tancia S entre las franjas de muaré y calcular €. 

En el ejemplo que se analiza se ve claramente la esencia del 
método y su diferencia fundamental del óptico de luz polarizada. 





Flg. 584, Flg. 585, 


El muaré aparece como consecuencia del desplazamiento mutuo 
de las redes. Este es una especie de indicador de los desplazamientos. 
Paro determinar la deformación media en un tramo se debe comparar 
la posición de dos franjas contiguas. El muaré es en este sentido se- 
mejante al tensómetro, pero no determina el desplazamiento discreto 
de un punto, sino un cuadro continuo de los desplazamientos en la 
zona, 


y 
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En el método óptico de luz polarizada las cosas son diferentes. 
Aquí la franja surge no como consecuencia del desplazamiento, sino 
como consecuencia de la deformación local. El enrarecimiento o con- 
densación de las franjas no certifica la magnitud de las deformacio- 
nes, sino el gradiente de la variación de éstas, como se demostró 
en el ejemplo en la figura 582. 

En el caso de tracción homogénea de una placa de un material 
ópticamente activo no so observarán franjas algunas. Ocurrirá sola- 
mente un obscurecimiento o clarecimiento periódico de la imagen 
cuando la deformación que surge pasa por un valor determinado. En 
el método de muaró el clarecimiento que sigue al obscurecimiento 
ocurre cuando no se da la deformación sino el desplazamiento de una 
rod respecto a la otra como sólido indeformable, en la magni- 
tud $. 

Pasando al lenguaje del análisis se puede decir que la deforma- 
ción se determina por las primeras derivadas de los desplazamientos 
respecto a las coordenadas x e y. El método do muaró, por lo tanto, 
exige obligatoriamente la derivación de las funciones de los despla- 
zamientos que se observan. Esto se realiza en forma implícita cuando 
se mide el paso de las franjas, es decir, la diferencia de los desplaza- 
mientos. Esta operación está relacionada, claro está, con la pérdida 
de exactitud lo que impone limitaciones al empleo del método de las 
franjas de muaró. Si las deformaciones son pequeñas las franjas se 
sitúan a grandes distancias entre sí. Dentro de los límites de la zona 
que se analiza, habrá pocas franjas y la deformación media que se 
mide on grandes segmentos no da una idea suficientemento completa 
del cuadro del estado tensional. Al mismo tiempo las propias franjas 
resultan mal definidas y determinar de una manera clara su posición 
y dirección resulta dificultoso. 

Lo más conveniente es emplear el método de las franjas de muaró 
allí donde se espera la aparición de deformaciones relativamente 
grandes. Á este caso se refieren los problemas relacionados con el 
análisis de los cuerpos que se deforman plásticamente o con el compor- 
tamiento de las estructuras con fluencia plástica. Es importante 
destacar que el análisis de estos problemas está fuera de la aplica- 
ción del método óptico. 

En la figura , está representado el cuadro de las franjas de 
muaré que aparecen al comprimir un disco en la dirección del diá- 
metro vertical de un material cuyo módulo de elasticidad és pequeño. 
En el caso a) las líneas de la red son horizontales y en el caso b), ver- 
ticales. Cada una de las franjas constituye el lugar geométrico de 
los puntos de desplazamientos iguales perpendiculares a las líneas 
de la red. Se ve claramente que la frecuencia de las franjas es en el 
caso a) mayor que en el caso b). Esto quiere decir que la deformación 
en el sentido vertical es mayor que en el horizontal. 
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Una de las variedades del método de las franjas de muaré es el 
método de determinación de los desplazamientos angulares de la 
superficie deformada, en particular, de la superficie elástica de las 
placas y membranas. En la figura 587 se representa ol esquema del 
dispositivo. Aquí se coloca la red sobre la pantalla cilíndrica y la 
superficie que se investiga se trata de manera que adquiera las 
propiedades de un espejo. La red que se refleja do esta superficie se 
expone dos veces del mismo dispositivo en película fotográfica, La 
primera vez para la placa sin flexionar y después para la placa fle- 
xionada. En la película se refloja el desplazamiento de la red debido 
a la variación de la orientación angular do la superficie que refleja 








> Huminador 
Pantalla 
con la red Lt0% 9), 





Fig. 687. 


Fig. 588. 


y aparece así el efecto de muaré. A diferencia de las franjas de la fi- 
gura 586 aquí cada franja constituye el lugar geométrico de los puntos 
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de igual inclinación de la superficie en el plano perpendicular a las 
líneas de la red trazada en la pantalla. Conociendo los desplaza- 
mientos angulares se establece la ley de variación de la curvatura 
de la placa y después se calculan las tensiones. 

En calidad de ejemplo, en la figura 588 se representa una placa 
rectangular empotrada en dos tramos de un mismo borde y solicitada 
por una fuerza concentrada. En la figura 589 se da el cuadro de la 
da de las franjas de muaré para dos casos de situación de 
la red. 

Hasta la actualidad se han creado varias modificaciones del mé- 
todo de las franjas de muaré y se han desarrollado varios procedi- 
mientos que aumentan su exactitud y efectividad. En las manos 
del investigador este método es un buen complemento del arsenal de 
procedimientos para el análisis del estado tensional. 


$ 117. Método de los rayos X de determinación 
de las tensiones 





X de doterminación de las tensiones se basa on la 


El método de los 
ist rod cristalina del metal. Esta 


distancia entre los átomos 
variar dos causas: 
fuerzas. En el estado sin 
átomos. Comparando esta distancia con la 
gamiento unitario y después de introducir la corrección correspond: 
temperatura, se dotermina la tensión. 

De esto so deduce una perticularidad per del método de los rayos X. 
Permite determinar las tensiones en el metal sin referencia al estado sin tensio- 
nes. En las mediciones comunes de las tensiones es necesaria la ubicación del 
tensómetro sobre la estructura sin tensiones Bara comparar después las lecturas 
del dispositivo antes y, después de la solicitación. Las pretensiones en las estruo- 

(aprotaras tensiones o Aro no pueden ser captadas los tensó- 
metros. El método de los rayos X da los valores absolutos de las siones. Por 
el método de los rayos X se pueden, por ejemplo, determinar las tensiones ro- 
sídualos en la zona do la costura soldada después de que se enfríe lo que no se 
puedo hacer con tensómetros, 

'Como sabemos, los rayos X surgen cuando un haz de electrones que se mueven 
a gran velocidad incide en la superficie de un metal. El haz de electrones se 
crea en el tubo de Roentgen, calentando el filamento y acelerando después los 
lectrones en el campo de alta tensión. Los electrones que inciden en el ánodo 
la radiación Roentgen que se difunde principalmente en 
la dirección perpendicular al haz (fig. 590). Durante el trabajo, el ánodo se calion- 
ta mucho y su enfriamiento so llova a cabo con agua. Para aumentar la evacua- 
ción de calor, el tubo del ánodo se hace de cobre. 
jel tubo de Roentgen depende del metal en el cual 
lectrónico (metal de trabajo del ánodo) y de la magnitud de la 
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trabajo del ánodo so misas el cobalto. Si la tensión anódica on el tubo no supora 
e voltios, 5ne les Tongi 

inuo 
orindientes a la emisión Kérmica, Cuando a tensión del 
ánodo es superior voltios, este cuadro cambia bruscamento. La intensidad 





onda A igual a 4 Doaigua e data poro més dgbl ans la Joni do 
onda igual a . Estas dos emisiones forman lo 
La Lar emisión es muy sen Et no tiene ora dic pelo: [rosa 





tando más la tensión 

intensidad de la emisión. Las gibt de. EN 
ondas de la emisión de rayos X, al actuar sobro los electrones de los 

átomos nl metal quese estudia, les obligan a vibrar con la frecuencia de la onda. 





Es decir, los eloctrones mismos so convierten on focos de vibraciones y difunden 
? emisión de rayos X de longitud de onda igual 
Incandoscencia del, haz que incido, Como los 
Ma ua erstalica 





misiones, que parten, de Jos electrones, ne 
sí. Como resultado, el haz de 
rayos M0 X que cua sobr el erial ss. dllonds 





a como la co, 
xión del haz de rayos X de un plano cristalino 
determinado, aunque, de hecho, ocurre no 
la reflexión, sino la interferencia 
cilaciones quo so propagan de los electrones 
excitados en los átomos de la red cristalina. 
Si analizamos dos planos paralelos A4 
7,EB (lis, 501) eo cierta red cristalina será 
OS de obtener la nro do 








que la diferencia de faso e ad 
constituya un número entero de ondasá. 
Entonces, 
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CE—CD=nh, 
ds d 
nó a ——t0820 =nh, 
siendo d, la distancia entro los planos. Definitivamente sa obtiene, 
2d son 9 =nh. (16.7) 


Esta es la petición de Bragg. Ella demuestra la roflexión de los rayos X 
de cierto plano puedo ocurrir Solamente cuando el rayo incidente forma con esto 
Sano Un Engulc determinado 9 que satisico la relación tadlenda. El násiosa a 
se denomina orden de refloxión. 

Veamos añora el esquema de la reloxión dol rayo X, de la mpertcio do la 
probeta que se estudia. El haz que incido normalmente en la superticio abarca un 





área de 1,5—2 mm de diámetro. En esto ároa, como demuestran los ensayos, 
ontro ol gran número de cristales iluminados so oncuentra generalmente suficion: 
tidad do cristales oriontados do tal manera que sus planos y los parámetros 
 Eayo incidonto satislacen la condición de Bragg. En eat caso tino lugar ln 
ón dol rayo en los cristales fig. 502). Los zayos roflajados forman una su 
posllo cónica que tion en su vértice un ángulo do 360”_40. Si on ol camino do 

vna película fotográfica, en ella aparecerá un círculo de 
radio RU. 582). Es obvio que 


tg (180; 20)=—1920=2, (16.8) 


gieudo e, la distancia de cto del motal. Las magnitudes de / 
ya dotermí lo 9. Volviendo a la exprosión (16.7) y 
¿onociondo la longitud de la onda 4 y el orden de reflexión n se puede obtener d, 
es desir, a distancia entro los planos del esta). Esta magritud so dobo comparar 
con, ol tamaño de del cristal sig tensionar. Así e determina el alacgemienk 









ud que garantice la determivación de la diferencia entre d y do, mag 
Ritud que es muy Pequeña. 
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Surge, ante todo, la dificultad relacionada con la determinación de la dis- 
tantla a entro la película y la probeta, Esta magnitud es del orden de 50 mm y no 
se puedo medir simplemente con una regla puesto que dobo determinarse con la 
exactitud de un micrón. No se puedo recurrir tampoco a cualquier otro instru. 
mento de medición más exacto, por ejemplo al micrómetro. La película en el 
estucho generalmente se corruga y al entrar en contacto con el instrumento de 
medición se flexiona. Por lo tanto la distancia de a medida no coincide con la 
roal en el momento de fotografiar. Se debe tener en cuenta también que para 
Grabar duranto dl día la película se envuelva en papel negro. impenetrable 

jara los rayos de luz comunes y que no ofrece resistencia a los rayos X. El pa 
Elono cierto espesor que so debe tener en cuenta en las mediciones para introdu- 
cir la corrección. 

Las dificultades que surgen so resuelven de manera siguiento. En el punto 
de la superficie que so investiga el metal so limpia y so ataca químicamente con 
ácido. La superficio limpia se cubre después (goneralmonte por el método elect- 
rolítico) cou cristales do algún otro metal. Al estudiar las estructuras dí 
para esto propósito se emplea, on la mayoría do los casos, el oro. En 


























ce 
logra- 








fía, sobro la Pglícula, se obtienen las líneas de los rayos X que so reflejan de los 
cristales dol hierro y del oro. Como los cristales do oro se aplican olectrolítica- 
monto y no están tensionados, se puedo considerar que se conoce la distancia entre 
los átomos de la red cristalina del oro. Por lo tanto, do la ecuación do Bree 

(16.7) so determina el ángulo 6 el oro. Sí en la película revelada se mido la 
incia 24 entro las líneas del oro, entonces de la expresión (16.8), con gran 
exactitud so podrá obtoner la magnitud de a. Es ir que esta magnitud se 
obtiene de manera indirecta midiendo las líneas en la película. Sin embargo esta 
última operación también presenta algunas dificultades. 

















Fig. 594, 


$ 117. Método de rayos X de determinación de las tensiones 565 


Es necesario, ante todo, indicar que el número de cristales reflejan en 
el área álumivada de la probota que so estudia es del orden de una o dos desonas. 
Por lo tanto en la película resulta no una línea continua obscura, sino unas dos 
decenas de puntos iluminados de diverso tamaño, situados en una circunferen- 
ca e sala A obser el romaltado pelo: al rovolar la polola. ésta so 

or lo rayos X original. Entonces en la cinta aparoce- 
líneas continuas. La película se en forma de una fi estrocha 
puesto que para la medición del diámetro de la línea no se necesita la circunfo- 
rencia completa. En la figura 593 su representa el estucho con la transmisió: 














aprecia las líneas dol biero y del 
)n característica del cobalto for- 





'del roentgenograma son algo difusas, lo que constituyo la fuento 
principal de los orrores en la medición de as línons obtenidas. La máxima sxas” 





Fig. 695, 


títud so consigue cuando so recurro, para roalizar las mediciones, a un micro- 

fotómetro, dispositivo quo reacciona a la densidad local de la obscuridad de la 

película. Así se puede con precisión suficiente determinar la posición del máxi- 

57 e ana de las líneas, lo que a simple vista te mucho más di- 
lo realizar. 

Al realizar las mediciones so introduce la corrección correspondiente a la 
contracción do la película durante su tratamiento. Para ello, en el estuche se 
hacen ranuras do control y como resultado en el pos Aparece! 

1 costado, 


el la im: de dos dientes idos 594). de com; la 
distancia q mg Pues Meg Fr 


necesaria. 

En el caso del estado tensional complejo para dotorminar las tensiones pria- 
cipales y los ejes principales es insuficionte un roentgenograma. En efecto, so- 
bre la baso do las mediciones anteriores so determina el alargamiento unitario en 














intro los dior 
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lo dirección próxima al eje normal y, por lo tanto, 


Puto. 


Para determinar dos tensiones y el Ángulo que caracteriza las direcciones 
les en el caso eee es necesario realizar dos mediciones más. Estas 





en la película está relacionada con errores signi El método do los rayos 
X tiono por último una particularidad específica quo dificulta su aplicación, 
Como la reflexión de los rayos X tiene cierta selectividad respecto a los planos 
de la red cristalina, surgo la interrogante sobro la anisotropia olástica de los 
cristales. El objoto quo se investiga es, hablando en tórminos medios, Isótropo, 
pero sus cristales alslados son auisótsopos y, al calcular las tonelones, eto Jhocho 

loberá tenerse en consideración puesto que los rayos reflejados quo inciden on 
ln película procoden no de planos cualesquiera, sizo solamente d9 aquellos que 
tienen una orientación cristalográfica determinada. Por lo tanto, al calcular 
las tonsiones, hablando on tórminos generales, os necesario rocurrir no a los va- 
lores medios de las constantes elásticas E y y, sino a aquellos que son caracterís- 
ticos de los correspondientes planos de los cristales. A la eliminación de estas 
dificultades so han dedicado muchos trabajos, pero no se puede considerar to- 
davía que osto problema está resuelto en toda e emplitud. El método de Jos 
rayos X de determinación do las tensiones necesita ser mejorado considerablo- 











mente. 


$ 118. Método de recubrimientos con barniz 


El método do recubrimiento con barniz consisto en que sobre la superficie 
limpia de la estructura que se investiga, se aplica una capa fina do barniz. Al 
secarse Éste Tarma una pelle fuertemente unida con el m 
sición del baraiz so escoge de tal manera que el alargamiento do 
rente la rotura sea del orden de los ala.gamientos elásticos del 








Al determinar las tensiones principales en las zonas de tensiones de compro- 
sión be recurre generalmente a un método artificial. La estructura so carga previos 
mento y sobre la superficio tensioneda so aplica el recubrimiento con barni: 
Durante la descarga en las zonas de compresión aparecen las griotas. 





$ 118. Método de recubrimientos con barniz 507 








La receta más simple y accesible del barniz consiste en la solución de 50 
gramos de colofonia y 5 de celuloide en 100 gramos de esencia de pera. Existen 
Otras 1uchas recotas que pretenden crear toda uns gama de barnices de diversos 
alargamientos durante la rotura. 

El método de recubrimientos con barniz tiene gran importancia no como un 
método independiente de determinación de las tensiones, sino como método auxi- 
liar que permite con procedimientos simples establecer la dirección de los ojos 
principales en las zonas que nos interesen y determínar de manera aproximada 
al orden do las tensiones quo actúan. Después de estos ensayos provios existe 
la posibilidad de situar los captadores tensométricos de resistencia de la manera 
más racional para obtener el cuadro exacto del estado tensional. 
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Datos respecto a los ejes 
en tm 
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at | 285 | 1,58 
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50,9 3116 | 7,83 805 
54,6 339 | 7,81 861 
20 | 20 62,0 3755 | 7,78 970 
76,5 4560 7,72 1182 
94,3 5494 | 7,63 | 1438 
145,5] 6351 | 7,55 | 168 
00,4 4470 | 8,60 | 1159 
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1942 
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2 | 20 2519 
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4 3,17 | 2,49 | 7,98 | 4.59 | 2,56 | 0,90 |t6,6 [1.65 | 4,42 [0,76 | 1.52 [0,69 | 0,401 
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Acero laminado. 
Porfllos canal. 
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